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1 Introduction 


1.1 Position du problème 


Soit K un corps commutatif. Tout K espace vectoriel Æ de dimension finie est isomorphe à un certain 
K'®(neN)et parmi les prototypes K ”, les modèles de petite dimension (n = 1, 2, 3) sont plus faciles à 
apréhender que les autres puisqu ‘y existe une ” géométrie de sens commun ”. Par exemple, pour se convaincre 
que la réunion de deux sous-espaces n ‘est pas en général un sous-espace, il suffit dans R ? de regarder R e1 et 
R e2 où e1 = (1,0) et e2 = (0;1). La partie R e; UR e> ne peut être un sous-espace de R ? sous peine de voir 
le vecteur e; + e2 dans R e; ou dans R e2. Dans le même cadre, on visualise qu ‘un sous-espace ne s”’obtient 
pas en général par ses traces sur une décomposition de l’espace en somme directe : Si F —=R (e1 +e2), on 
aF£(FNRea)®8(FNRe)alorsqueR?=Re Re. 


On navigue essentiellement dans la suite du texte sur un K espace vectoriel E de dimension finie, parfaitement 

compris lorsqu ‘on dispose d’une base (de cardinal finie), et dans l’algèbre L(E) des endomorphismes de E 

sur lequel existe la célèbre forme linéaire trace. On décline dans les lignes qui suivent le problème suivant : 
Il n ‘existe pas de couple de matrices (A; B) de M, {(R) vérifiant l'identité : AB — BA = I (à). 

La justification est immédiate lorsqu ‘on a en tête : Tr(AB) = Tr(BA) et Tr(1) = n. 


Exercice 1 (Milpotent et ponctuellement nilpotent) 


1. Montrer qu'une matrice À € MA(C }), qui verifie 


VXEC”", IpbeN* 4X—-0O 


est nilpotente. Réciproquement, si À est nilpotente, A est ponctuellement” nilpotente. 
2. Soit AE MAC ). On suppose qu'il existe H E M, (C ) diagonalisable telle que 


(A, À] = HA — AH — À. 
Alors À est une matrice nilpotente. 


Pour 1 : On choisit une base (e1,.…,e,) de C ” et n entiers p; tels que AP'e; = 0. On pose p = maxp;. Pour 
4 


X = res +... + Znen € C *, APX = x 4Pe; +... + xnAPen = 0. 

Pour 2 : On veut prouver que À a une itérée nulle. On évalue H AF — AFH pour k € N *. Avec HA— AH = A, 
on a HA? - AHA = 4? et AHA — A2H — A? donc par somme membre à membre : H A? — A?2H — 2 A?. 
On suppose qu’au rang # > 1, HAF — AFH = KAF. On écrit 


HAFT 2 AFF = HA AF - AFTIH = (A+ AH) AF - Afin 
donc 
HART ARTE — AFFL LA OH AR AFIN = ARS A (RAF AFH) — AFAH = (x +1) AFFL 
Si À est une valeur propre de H et X 0 un vecteur propre associé, pour tout k € N *, 


H(AFX) = AH X + kA5X = (X+R)AËX, 


Puisque le spectre de H est fini (cf infra), il existe un entier k tel que AF X = 0. Soit maintenant (e1,.….,e) 
une base de vecteurs propres pour H et k; € N * tel que AÂie; — 0. On a A = 0 où q = max ki. 


1<i<n 


En dimension finie, l'outil calculatoire qu ‘est le polynôme caractéristique, assure, pour un endomorphisme, 
l’existence de valeur propre (si K est algébriquement clos) et un nombre fini (au plus dim Æ) de valeurs 
propres dans K dans tous les cas. Il n’en est rien en dimension infinie comme le prouvent, dans R [X|, 
les exemples P+ XP et PH XP’. Ainsi, pour justifier le problème (4),! on raisonne par l'absurde, on 
vérifie que Vk € N*, ABF — BA = EBK-1, ce qui assure que B ne peut être nilpotente, et on obtient 
une contradiction puisque l’endomorphisme M + ABM — MBA de M, {(R) à alors une infinité de valeurs 
propres : {k, k€ N *}. 


Tout polynôme P de K [X] du type P(X) = (—-1)"[X" — an_1X 71 —... — ao] est polynôme caractéristique 
de la matrice 
0 ao 
M = 1 ai 
0 
1 An—1 


dite matrice compagnon de P. Pour s’en convaincre, on peut remplacer la ligne L; de det(M — XI,) par 


Le L+XLo+..+X" IL, 


puis développer le nouveau déterminant selon sa première ligne. Lorsqu'on disposera de la trigonalisation 
(page 24), on pourra montrer facilement à l’aide de matrices compagnons que si le polynôme complexe 
P(X) = (X — À)... (X — }à) est à coefficients entiers, alors P,(X) = (X — XF)..(X — XË) (avec k € N *) 
est lui aussi à coefficients entiers. Parmi les polynômes caractéristiques, le polynôme (—1)"X" (ainsi que 
sa matrice compagnon) sort du lot. Voici une situation un peu artificielle où il apparaît : Pour f € £L(E) 
de polynôme caractéristique scindé C';(X) et de valeurs propres M, …, À», l’endomorphisme C'}(f) a pour 
valeurs propres Cy(Ai) = 0, …, C(An) = 0 donc a pour polynôme caractéristique (—1)"X”. Si f a le bon 
goût d’être diagonalisable, on peut aller plus loin : f est représenté dans une base 


RU D 
0 À 
B = (e1,.….,en) de vecteurs propres par : Matg(f) = 
#2 
0 0 


nm 
Son polynôme caractéristique est C';(X) = [[(A; — X) et pour 1<i<n, 
i=1 


donc, en définitive, C;(f) est l’endomorphisme nul. On démontrera en fait à la page 20 que, pour un 
endomorphisme quelconque f de E, on a toujours C'}(f) = 0. 


Exercice 2 (Vers les nilpotents) 


1. Pour K?=R ouC , si A € M,(K ) est nilpotente, alors les valeurs propres de À sont toutes dans 
K et sont toutes nulles. 


TLes endomorphismes u : P-+ P'etv:P+ XP de R [X] vérifient l'identité uv — vu = Id. On notera aussi des différences 
entre dimension finie et dimension infinie lorsqu ‘on s”intéressera aux polynômes annulateurs d’endomorphismes. 

2Résultat valable pour K quelconque : Si À € M, (K } est nilpotente, alors (corollaire 4 page 23) © est valeur propre de À 
de multiplicité n. La réciproque est vraie via la trigonalisation de À. 


2. Soit A € M,(C ) telle que 
3HEM,(C), [H,A]=HA- AH = A. 


1 


Alors À est nilpotente. 
3. Si AE MC ) est semblable à 2 À, alors les valeurs propres de À sont toutes nulles. La réciproque 
est vraie et étudiée après la réduction de Jordan à la page 48. 


Pour 1 : Soit À une valeur propre de À dans € , X un vecteur propre de € ” associé. Pour tout k € N *, 
AËX = XX, donc, pour un certain p € N *, XX —0 et X — 0 (puisque X Z 0), À = 0. 


Pour 2 : On reprend l'identité Vk > 1, HAF — AFH = KAF établie dans l'exercice 1. Si V& € N *, AF ZO, 
l’endomorphisme M + HM — MH de M,{K ) à une infinité de valeurs propres, ce qui est absurde en 
dimension finie. 


Pour 3 : Si\eC est une valeur propre de À, par récurrence, pour tout k € N *, 2F À est valeur propre de 
À. Puisque le spectre de À est fini, À — 0. 


Lorsque le corps de base est R ou € , on rappelle qu’une norme || || sur E, et il en est des naturelles 
dès qu’on choisit une base de Æ (norme infinie, norme 1..), induit une norme [|| {|| sur £L(E) (norme 
subordonnée à || ||) 
IC) 
IfIl= sup TT, fEe£L(E) 


xz€eE,x%0 Ix|| 


qui définit une topologie naturelle sur £L(E) (équivalence des normes en dimension finie) et qui est de surcroît 
sous-multiplicative : 


Vf,g EL(E), fogll < [IF gll 
On reprend le problème (4) 


Il n ‘existe pas de couple de matrices (A; B) de M,(R) vérifiant l'identité : AB — BA = I. 


On raisonne par l'absurde et on a la relation Vk € N *, AB* — B*A = KkBK-1 (x) obtenue par récurrence. 
On considère alors une norme subordonnée {|| ||] sur M,(R) et on écrit : 


VkeN*, k|]B%|] < [k[[B II] HIBIT < C2NAN TB HIBU Ce. 
En envisageant B nilpotent puis Vk € N * B Æ O (ou encore ||[B°||| £ 0), on obtient une contradiction 
avec (+) et (xx). 


Exercice 3 AvecK =R ou C 

1. Existe-t-il une norme N ”surmultiplicative” sur MK ) ? 

2. Existe-t-il une norme sur MK )constante sur chaque classe de similitude ? 
Les réponses aux deux questions posées sont négatives. 


Pour 1 : On choisit une matrice nilpotente M d'ordre 2, on a N(M?) = 0 et N(M) £ 0 donc l'inégalité 
N(M?) > N(M})? n’ est pas vérifiée. 


Pour 2 : Pour se convaincre, considérer les matrices nilpotentes M1 = ) et My — ( : ) 


semblables pour tout k € N * (avec un changement de base facile à exprimer). Si il existe une norme N 
invariant de similitude, la classe de M, est sur une sphère de M(K }) donc est bornée. Par équivalence des 
normes sur M(K ), elle est aussi bornée pour toute norme sur M(K }, ce qui est clairement faux si on 
envisage la norme 

V(M)=mex|mes| M = (m;). 


Exercice 4 (Toujours des nilpotents) 
Pour K =R,ouC et AE M,{K }), si les matrices 2n x 2n 


A À A O0 
x-(44)ur-(40) 
sont semblables, alors À est nilpotente. 


E F 
On envisage une norme sous-multiplicative [|| ||} sur M,(K ) et pour Z = ( G H ) dans Ma, (K ) où 
E, F, Get H sont des blocs n x n, on pose : 
N(2) = max(||[Æ|1|, 1111, 11G1, A1). 


On vérifie que N est une norme sous-multiplicative sur M2, (K ). Par hypothèse, il existe une matrice P de 
taille 2n inversible telle que X = P-!Y P donc, pour tout k& € N *, 


N(XŸ) < c N(YF) avec c= N(P)N(P71)> 1. 


1I&A®]I < eff] A#] 


k k k 
Puisque XF — ( PUIS ) C0 AE ( . ï ) , par définition de N, , ce qui est 


0  A* 0 Af 
absurde si À n’est pas nilpotente. 
1.1.1 Premiers exemples de récurrence sur la dimension 


Le raisonnement par récurrence (sur la dimension) a une place de choix en algèbre linéaire. On illustre 
cette idée sur le champs avec le lemme d’évitement (dont la propriété 4, page 19 est une jolie application) 
et deux exercices sur les angles obtus dans un espace euclidien. 


Lemme 1 /Lemme d'évitement *) 


SiK estR ouC , un K espace vectoriel de dimension n ne peut s ‘écrire comme réunion finie de sous-espaces 
stricts. 


Si dimÆE = 1, {0} est le seul sous-espace strict de E et le résultat est acquis. On passe de n — 1 à n. Si 
k 
E = F; U … U F} avec F; sous-espace strict de Æ et si H est un hyperplan de E, alors H = (JF; N H, 


et par hypothèse de récurrence, H est un certain H = F5, N H. Ainsi, H C F,, et, avec din <n—l1 
et dim =n—1, H = F;,. Tout hyperplan de Æ est donc dans la décomposition £ = F1 U … U F3. 
Pour aboutir à une contradiction, reste à vérifier que E à une infinité d’hyperplans. On prend (e1,.….,eh) 
une base de E et pour k€ N , on pose H} = Vect (ex — e2 + ke1,e3,.….,e,). On montre alors que la famille 
(ex = e2 + ke1,e3,…, en) est libre et H=HeéeHek=l. 


Exercice 5 Soit (E,()) un espace euclidien de dimension n. Si (x1,.….,x,) est une famille de vecteurs 
normés strictement obtu-angulaire, c-à-d : 


Vi,je{l.,p}ifj (ai,æ;) <0, 
alors p£n+l1. 
La preuve peut être guidée par un dessin en dimension 2. L'inégalité se prouve par récurrence sur dim E = n. 
En dimension 1, il n’y a rien à dire. Avec les hypothèse pour n, on pose H = (R x;)+ et, pour à > 2, on 


considère y; le projeté orthogonal de x; sur H. Ainsi V2 <i<n, di = y;+ < ti,æ1 > 1. Pour à £ j dans 


{2,..,p}, 
(Li, Ti) = (yi+ <Ti,m > Ti, Yj+ <Tj, 1 > T1) = (Yi, V5) + (ti, T1) (Li, T1) 
en rs, 


<0 >0 
donc {y5,y;) < 0. Par hypothèse de récurrence, p —1 <(n—1)+1 donc p<n+l. 


3Baire alors! Résultat immédiat si on sait que, dans £ muni de sa topologie d’ espace vectoriel de dimension finie, une 
réunion dénombrable de fermés sans intérieur est d’ intérieur vide. 


Exercice 6 Soit (E,{)) un espace euclidien de dimension n, (x1,...,x,) une base de vecteurs normés 


obtu-angulaire, c-à-d : 
Vi,j € {1, ie i£j (Ti, tj) < 0. 


n 
Si un vecteur x = ST À;x; de E vérifie 
il 


VkeE 4 EE, CR 2 0, 


alors chaque coordonnée À; est positive. 


On procède par récurrence sur dim E = n. Le cas n = 1 ne pose pas de problème. On suppose le résultat 
vrai au rang n — 1 et on envisage les hypothèse en dimension n. 


n 

SJ kæx; à au moins une coordonnée positive. Si chaque À; est strictement négative, 
i=1 

(x, Ait) < 0, par somme, < x,x >< 0, x — 0, et puisque (x1,...,x,) est libre, A1 = … = Ày = 0, ce 


qui est absurde. On suppose désormais que À, > 0. 


i) Le vecteur x = 


n—1 


ii) On travaille dans F = Vect (x1,...,%n-_1) et on considère le vecteur y = 7 À;x; de F. Pour 1 <i<n—I1, 
i=1 


(y, Ti) = (x Œ: AnTn: Ti) — (Z,%i) te Àn (En Ti) 
ni — 


Le me af 
>0 >0  <o 
donc (y,x;) > 0, et par hypothèse de récurrence, 
A >0, À220,..., Àn-1 > 0. 


1.1.2 Quelques outils pour ”abaïsser” la dimension 


Pour démontrer des résultats sur les endomorphismes en dimension n, on essaie naturellement de se 
ramener à des dimensions inférieures. L'initialisation dans {0}, K ou K ? est souvent facile et on peut 
mettre en oeuvre l’hérédité grâce à deux outils qui permettent de se ramener à un rang inférieur : 

— Le théorème de la base incomplète 

— La notion de sous-espace stable et d’endomorphisme induit. 

On a en tête le point fondamental (*K) détaillé à la page 31 dans la proposition 15 : 


Si f est un endomorphisme de Æ et F' un sous-espace f-stable, alors Î ét [Ë est un endomorphisme de F 
et f = f |Ë hérite sans douleur des propriétés de f. 


Exercice 7 


Montrer que si A1, …, À, sont n matrices nilpotentes de M,(K ) commutant deux à deux, alors A1... An = 0. 


On raisonne par récurrence sur n. En dimension 1, il n”y a rien à dire. On suppose la propriété vraie jusqu'à 
n —1 > 1. On note uw, .…, u, les endomorphismes de K ” canoniquement associés aux matrices À;. Si 
Un = 0, le résultat est évident. Sinon, on envisage son image F = Im(u,), qui est stable par chaque u;, et 
on note &; l’endomorphisme induit par u; sur F. Chaque ü; est nilpotent et, puisque F est de dimension 
inférieure à n — 1, ü1.….us-1 = ©. Pour x quelconque dans K ”, on écrit u1...un-1Un(x) = U1..….Un-1(y) avec 
y = Uun(x) € F. Ainsi, Uj...Un_1Un(t) = Wu _1(y) = O d'où le résultat. 


En particulier, on retiendra 


Lemme 2 
L'indice de nilpotence d'une matrice A nilpotente de M,{K ) est inférieure ou égal à n. 
Autrement dit, À est nilpotente si, et seulement si, A? — 0. 


On donne une nouvelle illustration du point fondamental (%K) : 


Proposition. 1 (Sous-espaces stables par un nilpotent de rang maximum) 
Les sous-espaces de € ” stables par 


1 
0 


sont en nombre fini (n + 1) et sont exactement les noyaux des puissances de N. 


La matrice N est de rang n — 1 (considérer le déterminant extrait obtenu en supprimant la dernière ligne 
et la première colonne) donc son noyau est une droite. Le calcul des puissances de N est facile puisque la 
sur-diagonale de 1 s’échappe vers le haut à chaque itération. Pour 1 < à < n, N° a donc ses à premières 
colonnes remplies de 0 donc dim(Ker N°) > à, et toujours par déterminant extrait, rg (N°) > n — à, ce qui 
donne en définitive 

dim(Ker N°) = i. 
Soit Fun sous-espace de C ” de dimension à stable par N. On envisage l’endomorphisme N induit par N 
sur F qui est, comme AN, nilpotente. Ainsi, N° = 0 donc VX € F, N°X = 0, ce qui signifié F € Ker Ni. 
Pour des raisons de dimension, F est exactement le noyau de N'. 
Remarque : Avec ce qui précède, on a les inclusions strictes 


{0} C KerN C Ker N°? C .. C Ker N°! C KerN'=C" 


et € ” ne peut être décomposé en une somme directe de sous-espaces N stables. On dit que (C *, N) est 
indécomposable (cf jordanisation des endomorphismes nilpotents, page 43). 


Pour établir la plupart des propriétés de réduction, disposer d’un simple sous-espace stable est insuffisant, ce 
qui décante la récurrence, c’est avoir un sous-espace stable possédant un supplémentaire lui-même stable. La 


stabilité permet de travailler en dimension plus petite et la notion de supplémentaire autorise les recollements. 


Dans ce sens, le lemme de décomposition des noyaux (valable en dimension quelconque) est incontournable : 


Théorème 1 (de décomposition des noyaux) 


Soit E un K -espace vectoriel, f un endomorphisme de E, et Pi, …, Px des polynômes de K [X] premiers 
entre eux deux à deux. Alors 


k 
Ker(P1.….P,(f)) = PKer(P(P). 


Une première application fondamentale est le critère de diagonalisabilité suivant. On pourra voir aussi le 
théorème 3 (page 12) sur la décomposition de Dunford : 


Théorème 2 


Soit E un K -espace vectoriel, f un endomorphisme de E qui possède un polynôme annulateur P de K [X]|. 
1. Toutes les valeurs propres de f sont des racines de P dans K . 


2. Si on suppose de plus que P est scindé en racines simples dans K , alors E est somme directe des 
sous-espaces propres de f. Aussi, en dimension finie, un endomorphisme f de E est diagonalisable si, 
et seulement si, f annule un polynôme de K [X] scindé en racines simples dans K . 


Exercice 8 
Soit E un K -espace vectoriel de dimension finie, f € L(E) de rang 1. Montrer que f? = Tr(f)f. En déduire 
que l’endomorphisme f est diagonalisable si, et seulement si, Tr(f) # 0. 


On choisit un vecteur e: de E tel que Im(f) — K e1 et on complète e1 en une base B = (e1,.….,e,) de E. 
La matrice de f dans la base B a la forme 


(021 @2 .. An 
0" 0 5e. 0 
Matg(f) = : : 0 
0 0 0 


La matrice de f? dans la même base B est Matg(f?) = a1Matg(f). Or «1 = Tr(f), donc f? = Tr(f) f. Si 
Tr(f) =0, Matg(f) est triangulaire avec une diagonale nulle donc 0 est valeur propre de f de multiplicité 


n, donc f £ 0 n’est pas diagonalisable. Si Tr(f) Z 0, le polynôme X(X —tr(f)) scindé simple est annulateur 
de f donc f est diagonalisable. 


En dimension finie, parmi les polynômes annulateurs de f (et il en existe des non nuls puisque dans le K - 
espace L(E) de dimension n?, la famille des n? +1 endomorphismes (Jd, f,.…, f"”) est liée), deux polynômes 
se distinguent : le polynôme minimal u; de f et, avec le théorème de Cayley-Hamilton (page 20), son 
polynôme caractéristique C7. Les remarques précédentes sur les notions de stabilité et de supplémentaire 
amènent naturellement : 


Lemme 3 {Par blocs) 


Soit E un K -espace vectoriel de dimension finie n, et f un élément de L(E) . 


i) Si F est un sous-espace f-stable de E, alors le polynôme minimal de f = f |£ (respectivement son 
polynôme caractéristique) divise us (respectivement C'}). 


ii) Si ur est produit de deux polynômes P et Q (non nécessairement premiers entre eux), F = Ker(P(f)) 
est un sous-espace f-stable de E et l’endomorphisme induit f = f lË a pour polynôme minimal P. 


iii) Si F1 et F2 sont deux sous-espaces f-stables et supplémentaires de E, alors uy = PPCM(;r1 LT ). 
1 2 


Enfin, dans ce passage à des dimensions inférieures, on peut souligner le rôle de la dualité. À un endomor- 
phisme f de E, est associé l’endomorphisme Ÿ de E* et 


Lemme 4 


Soit E un K -espace vectoriel de dimension finie n, et f un élément de L(E) . 
i) Le polynôme caractéristique de Ÿ est exactement C'}. 
ii) Un sous-espace F de E est f-stable si, et seulement si, son orthogonal dans E* est f-stable. Ainsi, 


l'application F + F4 réalise une bijection (qui échange les dimensions à et n — i) entre les sous- 
espaces stables de f et #Ÿ. Notation de la bijection réciproque : G + G°. 


On peut donc s'attendre à des aller-retours duaux entre ÆE et E*. Ce lemme présente aussi bien un intérêt 
théorique (cf théorème de réduction de Jordan) que pratique. 


Exercice 9 


1 1 0 
Soit f l’endomorphisme de R * dont la matrice dans la base canonique (e1,e2,e3) est A= | —1 2 1 

1 0 1 
Déterminer tous les sous-espaces f-stables de R *. 

Les sous-espaces triviaux de R * conviennent. Soit F un sous-espace strict f-stable. Si F est de dimension 
1, Fest nécessairement une droite propre de f. Or le polynôme caractéristique de f est 


Cf(X) = (2 X)((X —1)* +1), 


donc Fest le sous-espace propre EÏ associé à la valeur propre 2, c-à-d la droite R 1 |. La réciproque 
1 
est claire. Si F est de dimension 2, son orthogonal F+ est une droite propre de t f donc, puisque C* = Cf; 


F+ est E. Pour ÿ de coordonnées (a, 8,7) dans la base duale (eï,eÿ,eï), f(4) = 24 si, et seulement si, 


a a 
tAT B |=2| B |,ce quiéquivaut à pe R (ei —e). Ainsi, 
7 7 


F=(F1) ={(x,y,2) ER *, Vy e FL p(x,y,2) = 0} 


est le plan y — z = 0. La réciproque est facile. 


1.2 Le décor : endomorphisme f, itérées et polynômes en f 
1.2.1 Quand deux endomorphismes commutent 


Les polynômes d’endomorphismes ont déjà fait sensation dans le théorème 2 ci-dessus. Voici deux autres 
situations qui justifient l'étude des itérées d’endomorphismes. Soit À une matrice de M,(K }et B un vecteur 
colonne de K ”. Les solutions du système différentiel linéaire X’ = À X sur un intervalle de R sont de la forme 
X(e) = exp(eA)X0 (Xo € Ma1(K )) et l’exponentielle de matrice regorge de puissances de À. Par ailleurs, 
si À est inversible, à défaut d’avoir la solution exacte A 7!B du système AX — B, on peut décomposer 
judicieusement À en À = D + N et on met en oeuvre des méthodes numériques (Jacobi, Gauss-Seidel.….) 
liées à un problème de point fixe et basées donc sur le schéma des approximations successives. Le calcul de 
A? ou (D + N}P est donc un vrai problème. Si D et N commutent, la formule du binôme de Newton est 
d'une grande utilité. Elle donne en autres 


exp(D + N)=exp D exp N (dès que DN = ND). 
Par exemple, si À est (la cellule de Jordan) 
À 1! 
, ÀE€EK, 


1 
À 


alors exp À = exp(AT) exp(N) où N est le bloc nilpotent d'indice n 


0 1 
N = Re (la diagonale de 1 s'échappe vers le haut à chaque itération). 
i 1 
0 
On a alors : 
1 1 (n—1)! 
exp(A) = exp(À) 
1 
1 
| 0 1 Pre ve ; ; , t 
Si on pose n — 9 o j:°2 remarque que n+"n (inversible) n ‘est pas nilpotente alors que n et °n le sont. 
; 1 1 1 1 ; : : ; | 
Par ailleurs, n 11]=V00 (idempotente non nul) n’est pas nilpotente, ce qui veut dire que le 


cône NW des matrices nilpotentes n’a pas de pouvoir d'absorption. La commutativité vient compenser les 
lacunes de stabilité sur W : 
— La somme de deux endomorphismes nilpotents qui commutent est nilpotente (cf exercice 16, page 16). 
— La composée d’un endomorphisme nilpotent et d’un endomorphisme (quelconque) qui commutent est 
nilpotente. 
Dans la même veine, en milieu hermitien, avec f et g autoadjoints, f o g est autoadjoint si, et seulement si, 
jf et g commutent. 


Exercice 10 
On pose E = M,{K ). Pour AE E, on note Ad l'élément de L(E) défini par : 


Ada : Mr AM — MA. 
Si À est nilpotente (respectivement diagonalisable), alors Ada l’est aussi. En déduire que 
VAEE, Tr(Ada) = 0. 


On note LA et RA les endomorphismes de Æ donnés par les multiplications à gauche et à droite par À. 
Si À est nilpotente, il en est de même de L1 et RA et, puisque La et R4 commutent, de leur différence 
AdA. On remarque que si À est semblable à B (B = P-'AP, PEGl,(K)),0: Mr P-IMPEGI(E) et 
Adg = 0Ad1407!. Autrement dit, Ada et Adg sont semblables dès que À et B le sont. À présent, si À est 
diagonalisable, À est semblable à la matrice diagonale D = Diag(Ai,.…, An) et Ada est semblable à Adp. 
Or, pour chaque matrice élémentaire E;;, Adp(E; ;) = DE; —-E;;D = (À -X;)E,;,; donc la base (E; ;) est 
une base de vecteurs propres pour Adn (associés aux valeurs propres À; — À;). Ainsi AdA est diagonalisable. 
A présent, pour à À j, Adg,., est nilpotente comme E;,; donc est de trace nulle. Quant à Adg,,, on remarque 
qu’il est comme E;,; diagonalisable de valeurs propres 0, 1 et —1 (avec une multiplicité identique égale à n—1 
pour 1 et —1). On a alors Tr(Adg,,) = 0 et, par linéarité de la trace et de Ad: M € Et Adm € L(E), 


VAEM(K), Tr(Ada) = 0. 


Sans hypothèse de commutation, les calculs de puissances (sans la formule de binôme) sont souvent inextri- 
cables. On envisage donc naturellement 
1. La K -algèbre C(A) des endomorphismes de K ” qui commutent avec A. 
— Au passage, les A4? y sont donc K [A] € C(A). 
— Question : Si B commute avec À et À avec ©, B commute-t-il avec C'? Non! Sinon, avec À = 1,, 
MK ) serait commutatif. Qu’en est-il si on remplace B € C(A) par B € K [A]? 
2. Les sous-espaces de K ” sur lesquels À € L(K ”) commute avec tous les éléments de L(K ”), c’est-à-dire 
sur lesquels À est une homothétie. 
Dans ce contexte, la notion d'éléments propres prend tout son sens et sont ouverts les problèmes de la 
réduction pour un endomorphisme et de la réduction simultanée pour deux endomorphismes commutant. 


Proposition 2 


Soit À une matrice complexe n X n ayant toutes ses valeurs propres distinctes. Le commutant C(A) de À est 
un sous-espace de M,(C ) de dimension n ayant (I, A, A1) pour base. 


On remarque que si 0 désigne l’endomorphisme M + AM — MA de M,{(C }), C(A) est exactement le 
noyau de #. On note ensuite que À de valeurs propres distinctes (A1, À,) est diagonalisable semblable à 
A! = Diag(\1,.…., \n). En effet, les n sous-espaces propres EY,, …., E\, de dimension au moins 1 et de somme 
directe sont nécessairement de dimension égale à 1 et si e; est un vecteur propre associé à À;, (e1,.….,eh) 
forme une base de vecteurs propres pour À. Soit alors P € GI, (C ) tel que 4’ = PAP. Pour M € M,(C }, 


AM = MA équivaut à A'M' = M'A! où M'= (m',;) = PMP. Or en position (4, j), le terme de AM est 


Am, et celui de M'A’ est m;,,À;. Ainsi, M € C(A) si, et seulement si, Vi £ j, m; ;(Ai — À;) = 0, ou encore 

Vi j, M, = 0 puisque À; £ À;, ie M'est diagonale. Le commutant C(A) est donc le sous-espace engendré 

par les n matrices élémentaires E;;. Comme 1, À, …, A"! sont aussi dans C(A), on termine la preuve 

si on justifie leur indépendance linéaire. Ceci équivaut à l'indépendance de (7, 4',..., 4-1) ou encore à la 
L'AM ne 

non nullité du déterminant de Van der Monde | : : . D'où le résultat puisque les À; sont 
OR 

distincts. 


Exercice 11 {Premier contact avec la réduction simultanée) 
0 1 


0 0 ) , on note que le rayon spectral p(n +tn) de n +tn vaut 1 donc ne vérifie pas 


Toujours avec n = ( 


p(n +" n) < p{n) + p(fn). 


Montrer en revanche qu ‘en dimension finie, la restriction de l'application ’rayon spectral” à l'algèbre € [f] 
des polynômes de f est une semi-norme d ‘algèbre unitaire. 


La réduction simultanée (cf paragraphe 4.4, page 35) compense les lacunes de structure sur les cônes des 
endomorphismes diagonalisables (cf exercice 16, page 16) et trigonalisables. 


1. Montrer que le déterminant d'un endomorphisme unipotent f = Id+n (n nilpotent) est 1. 


2. Montrer que la composée d'’endomorphismes diagonalisables qui commutent est encore diagonalisable. 


1.2.2 Séries entières d’endomorphismes 


Pour un € -espace vectoriel E de dimension finie et f € £(E) , on a rencontré des itérées de f, 
des polynômes de f et la fameuse exp f. Voici une autre situation qui met en évidence une série entière 
d'’endomorphismes. 


Soit À € M,(C ). Si 1 n’est pas valeur propre de À, I — À (injective en dimension finie) est inversible. Mais 
qui se cache derrière (1 — A) 1? L'égalité (1 — A)(1 + A +... + AP) = I — AP*1 valable pour tout p € N * 


donne, sous la condition (FK) lim 4 =0,1—-AEGl,(C et (1— A) ! = 5 AP. 
po p=0 


On admet que toute matrice complexe À est trigonalisable (cf page 24) et, si A = PT P-! avec T triangulaire, 
(AP) converge vers 0 si, et seulement si, (T?) tend vers P-10 P —0. Aussi , en dimension 2, si À € Ma(C ) 


est semblable à T = ( À 5 ) , On à par récurrence 


Tr = ( XP OX TL + XP y +. + AuP2 + Pl) 


0 LP ) pour p > 2 


et les coefficients de TP? sont majorés en module par max(p(A}?, 4 p(A)?), p(A) désignant le rayon spectral 
de À. Aïnsi, en évoquant la norme N((m;;)) = max | m;,; | sur l’espace des matrices, la condition (#K) 
ë,j 


équivaut à p(A) < 1. 


En dimension n, on appelle À l’ensemble des normes £(E) induites par une norme de E et on admet 
provisoirement (cf page 25) 


ple) = inf v(e). 


Les affirmations suivantes sont équivalentes à (*K) : 
— Il existe une norme N subordonnée de £(ÆE) telle que N(A4?) — 0. 
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— inf (AP) = 0. 
vEA 

— lim p( A4?) = 0 
pOO 

— lim (p(4)) = 0 
po 

— 0<p(4)<1 


On retiendra 


Propriété 1 


Pour À € MAC ), alors 5° AP converge si, et seulement si, lim À? = 0, ce qui équivaut encore à p(A) < 1 
poo 


et 


Corollaire 1 


1 
Pour toute norme || || sur MA(C }, p(A) = lim [AK]. 


On procède en deux temps ; On suppose d’abord que |} [|| est une norme subordonnée. Pour k € N *, on écrit 


alors 14“ || > p(A*) = (p(A))* donc AëÉ > p(A). Par ailleurs, pour € > 0, en posant B = eo, a 
< 1 


p(B) < 1 donc BF — 0 et on peut choisir K € N tel que k > K = 118%} < 1. On a alors cuire || Af 
1 

et finalement | | A# | F < p(A)+e. D'où le résultat. Si N est une norme quelconque de M,,(C ), on choisit une 

norme subordonnée || [|| de M,(C ), puis deux réels a,b > 0 tels que a] | <N <b|| |. Pour ke N*, 

on a l'encadrement 


1 


at JAMIE < NCA < 8j Af À, 


et, par les gendarmes, p(A) = lim | PUILS 


1.2.3 Quelques polynômes en f 


Pour f € £L(E) , la place centrale de la sous-algèbre K [f] dans le commutant C(f) justifie son étude et 
l'intérêt d’avoir des objets dérivés de f connus comme polynôme en f. 


Exercice 12 Si À est une matrice diagonale à éléments diagonaux a; distincts, alors K [A] coincide avec 
l'algèbre des matrices diagonales. 


Si P € K [X], on a P(A) = Diag(P(ai),.…, P(an)). Soit maintenant B = Diag(b1,.…,bn) une matrice 
diagonale de M, (K ). On choisit à bon droit un polynôme P de K [X] tel que P(a;) = b; et on a B = P(A). 


Avec le polynôme minimal (page 18), on peut donner la 


Proposition 3 


Soit AE M, (K ). 


1. Si À est inversible, alors® 


il existe P E K [X] tel que A P(A) = TI. 
Autrement dit, Al (clairement dans le commutant C(A)) est un polynôme en A. 


2. Si À n’est pas inversible, alors 
il existe Q E K [X], Q £ 0 tel que À Q(A) = 0. 


À, non inversible, est nécessairement un diviseur de 0. 


%On peut envisager l’endomorphisme M + AM de K [A] (de dimension finie), clairement injectif, donc surjectif. 
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On envisage le polynôme 4 = XP + ap-1 XP! +... + ao € K [X] minimal de À. Si ao Z 0, alors 


1 
ao 


(AP-l+...+al)A=I 


donc À est inversible et on a exprimé A! comme un polynôme en À. Si À est non inversible, nécessairement 
ao = 0. On écrit ua = XQ et 0 = pA(A) = AQ(A). Enfin, d°(Q) < d°(ua) donc Q(A) Z 0. 


Exercice 13 
Soit F un sous-espace de L(E) , contenu dans GI(E) et stable par passage au carré. Alors F est stable par 
passage à l'inverse. 


Si f et g sont dans F et commutent, alors fg = + ((f + g)? — (f — g)?) est dans F donc K [f] € F, donc 
l'oe 


Théorème 3 (Décomposition de Dunford) 


Soit E un K -espace vectoriel de dimension finie, f un endomorphisme de E, de polynôme caractéristique 
scindé sur K . Alors, par le lemme de décomposition des noyaux, il existe un couple (d,n) d’endomorphismes 
de E tels que : 


1. f=d+n 

2. d est diagonalisable 
4. n est nilpotent 

À. d'etn commutent. 


Par un argument de codiagonalisation (cf propriété T, page 36), le couple (d,n) est unique dans L(E) x £L(E). 
Enfin, d et n sont des polynômes en f. 


Pour une jolie application de la décomposition de Dunford et d’autres résultats qui abondent dans le même 
sens, on consultera le paragraphe 4.6, page 41. 


Proposition 4 


Lorsque K =R ,ouC, pour tout AE M,{K }), exp(A) est un polynôme en A. 


Pour p € N *, on pose Q,(X) = 1+ X +... + à XP E K [X]. La matrice exp(A) est limite de la suite (Q,(A)) 
à valeurs dans K [A]. Or K [A] est un sous-espace de M, (KR ) de dimension finie égale au degré du polynôme 
minimal u4 de À (cf page 18) donc est fermé dans M,(K ). Ainsi, exp(A) € K [A]. 


1.2.4 À propos des endomorphismes nilpotents 


a) Nilpotent et itérées 
L'illustration en force de l’intérêt porté aux itérés d’endomorphismes se poursuit par deux résultats relatifs 
aux endomorphismes nilpotents : 

— Indice de nilpotence et noyaux itérés 

— Caractérisation des endomorphismes nilpotents par la trace. 


Exercice 14 Noyaux et images itérées, indice de nilpotence 
Soit E un K -espace de dimension finie n, f € L(E) . Pour p > 1, on pose 


K, = Ker f?, k, = dim(K,), 1, = Imf? etr, = dim(l,) = rgf?. 


1) Montrer que la suite (I,) est décroissante et stationne. Son rang de stationnement est noté s. De même, 
la suite des noyaux itérés est croissante et stationne. Le résultat est-il valable en dimension quelconque ? 
2) Montrer que les rangs de stationnement pour (I,) et (K,) sont égaux et pour p>s,1,@K,=E. 

3) Montrer que le rang s de stationnement pour (1I,) est égal às=min{peN:;1, = 1,,1}. Autrement dit, 
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la suite (I,) est constante ou, strictement décroissante puis stationnaire. 
4) Montrer que Vp>0 ryy1 = rp — dim(I, N Ker f) ou encore kh+41 — kn = dim(I, N Ker f). 
En déduire que la suite des noyaux (K,) croît en s ‘essouflant. 
5) On suppose que l’endomorphisme f est nilpotent. 
— Montrer que le noyau K1 de f n’est pas {0}. 
Un endomorphisme de E non injectif est-il nécessairement nilpotent ? 
- Siq=min{pe NN; fP —0} désigne son indice de nilpotence, alors q est aussi le rang de stationnement 
pour (1,), et q< 
— Le même na conduit à une autre inégalité : 


Lr+l=n—-k; +1. 


Puisque le noyau K1 de f nilpotente est non trivial, cette inégalité laisse penser qu ‘un gros noyau K3 
initial conduit par itération à une saturation rapide de tout l’espace E. 
— Montrer que < q. 
— En particulier, un noyau minimal pour f (droite vectorielle) assure un indice de nilpotence maximal 
(égal à n). 
On retiendra 


Proposition 5 


Si E désigne un K -espace de dimension n et f un endomorphisme de E, alors la suite 


Sous-espace {O0} e Ker(f) € ..…. a Ker(f*) 
Saut de dimension dim(Ker f) dim(Ker fF) — dim(Ker ff?) 


est une suite strictement croissante de sous-espaces de E jusqu ‘au moment où elle devient, du fait de la 
dimension finie, stationnnaire. Enfin, les sauts de dimension, qui vont en diminuant jusqu’ à 0, peuvent être 
représentés par un tableau (dit de Young) : on place à la première colonne un nombre de cases égal à la 
dimension de Ker f, à la deuxième colonne le saut de dimension entre Ker f et Ker f?, et ainsi de suite. 


Exercice 15 
Donner le tableau de Young associé à la suite des noyaux itérés de 


0 1! 


N = É L EMAlK }. 


Réponse : Ligne se: comportant n cases 


Propriété, 2 (Endomorphismes nilpotents et trace des puissances) 


Soit N une matrice n x n à coefficients complexes, telle que 
Vi<k<n, Tr(Af) = 


Alors le polynôme caractéristique de N est Cn(X) = (—-1)"X". 
Le théorème de Cayley-Hamilton (cf page 20) assure alors que N est nilpotente, et en définitive, 


NE M,(C }) est nilpotente si, et seulement si, V1<k<n, Tr(A*) = 0. 


Puisque C est agébriquement clos, le polynôme caractéristique de N s’ écrit : CN(X) =(—-1)}" I] (X—Xx) 
1<i<n 


avec À; € C . On remarque que ÀŸ est valeur propre de NF (k > 1) donc les valeurs propres de NF sont 
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exactement les ÀË. Si N possède une valeur propre non nulle, on note 1, …, A? les valeurs propres distinctes 


non nulles de N et r1,…, n, (dans N *) leur multiplicité. On peut écrire : 
nil nr Nplip = Ù 
MAT + . + plie = 0 
PAT + + nr = 0 
On interprète ces équations comme un système p x p en n1, …, n, dont le déterminant de type Vandermonde 
vaut : 
Fa 2 LR 
Hi Hi :.. H 
| . [=m..u [[ (-m) #0. 
5 - Ê 1<i<ÿ<p 
Hi Ho +. H 
Ainsi, n =: —=n, = 0, ce qui est absurde. 


Corollaire 2 (topologique) 
Dans M,(C ) muni de sa structure d ‘espace vectoriel de dimension finie, le cône nilpotent N est un fermé 
non compact. 


L’ application M + Tr(M®) est continue de M,(C ) dans C donc F, = {M € M,(C ), Tr(M°) = 0} est 


fermé. Ainsi VN =— ff F% est fermé comme intersection finie de fermés. Enfin, les matrices 
1Sk£k 
O 0 À 
0 0 … O0 
M, = : : (À e C ) 
0 0 … O0 


sont nilpotentes, ce qui assure le caractère non borné de W. 


Application 1 
1. [ SiAet B sont deux matrices de M,(C ) telles que À et [A, B] commutent, alors [A, B] est nilpotente. 
| Cas particulier (cf exercice 2, page 2) : Si 2H € M,(C ), À = [H, A|, alors A est nilpotente. 
2. Si A(AB — BA) = 0, alors AB — BA est nilpotente. 


Preuve de1:PourkeN, 


Tr([A,B]* AB) = Tr(A[A, B]* B) = Tr([A, B]* BA) 
= = 
[A,B]* A=A[A,B]* Tr(XY)=Tr(Y X) 
donc, par linéarité de la trace, 
VkEN, Tr([A,Bj* AB-—[A,B|° BA) = Tr ([A,B}°*1) =0, 
ce qui donne bien [A, B] nilpotente. 
Preuve de 2 : On a A(AB — BA) = 0 donc 42B = ABA. Il vient Vk € N *, ABAF — AFFIB, puis 
CAB ARBRE Entin; 


(AB - BA)**1 = (AB - BA)(AB - BA)..(AB — BA) = AB(AB - BA)* - B A(AB - BA)* 
=0 
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donc 


(AB - BA)**! = AB AB … AB (AB - BA) = (AB)! - (AB)*BA = AËtipf+1 _ AFBFBA 
——, — 
k facteurs 
et 
Tr((AB — BA) = Tr(AFFIBST) _ Tr(A AFBF B) = 0. 


D ‘où le résultat. 


B) Nilpotent versus diagonalisable 

On montre à la page 23 qu’une matrice nilpotente de M,(K ja n fois la valeur propre O. Dans le cône des 
matrices diagonalisables, les éléments les plus remarquables sont les diagonalisables à spectre simple. C’ est 
cette opposition dans les multiplicités de valeurs propres qui est traduite ici : 


Proposition 6 


Soit AE M,(C }), À Z 0. Si Tr(A) = …. = Tr(A°- 1) =, alors À est nilpotente ou diagonalisable. 


Si Tr(A*) = 0, À est nilpotente en vertu de la propriété 2. On suppose que Tr(4”) £ 0. La matrice À à 


donc des valeurs propres non nulles. Soit y, …, u, les valeurs propres distinctes de À et r1, …, n, leur 
multiplicité non nulle dans C4. Si p < n, on peut écrire 
Mali + .. + Poly = Ù 
AU? + .. + ne = 0 “ 
: ie M : = 0 
: : 
run + + np = 0 à 
où 
er Do 
UÂ H3 ... 
M = , ? [de déterminant Hi Up II (45 — jui) Æ 0 est inversible. 
Se 1<i<j<p 
Hi H2 Hp 
ni 
Contradiction puisque : Æ 0. Ainsi p — n, ou encore le spectre de À est simple et À est diagonalisable. 
Np 


On retrouve ce résultat grâce à l’ algorithme de Faddeev. On pose 
A1 = À pi =Tr(Ai) Bi = Ai -pil 
À = BA P2 — 2 Tr(A2) B; = À — pol 
Ax= BrrA pr 2iTr(d;) B:=A4;-9p,1 
et on montre que le polynôme caractéristique de À est Ca(X) = (—1)"[X"—p XL... p,]. Si Tr(AF) = 0 
pour 1<k<n—1, px = 2Tr(Ay) = ETr(A*) = 0 et À, = 4° donc C4(X) = (—1)"[X" — ITr(A")], ce 
qui donne bien (via Cayley-Hamilton) À nilpotente si Tr(4") = 0, À à spectre simple sinon. 
Existe-t-il un polynôme réel Q (universel) tel que : VA € M,(R) exp(A) = Q(A) ? 
On a une réponse immédiate si on se restreint au cône NW des matrices nilpotentes : pour N € W, l” indice 


de nilpotence est inférieure à n (cf pages 12 et 18) donc exp(N) = I + N +... + mn Le résultat 
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est faux dans M,(R). On raisonne par l’absurde et on va chercher une contradiction du côté des matrices 
éloignées du cône W. On suppose qu'il existe un tel polynôme Q qui vérifie alors, en pariculier, 


VIER , exp(Diag(X,0,...,0)) = P(Diag(X,0,...,0)), 


C-à- 
exp(A) 0 … 0 Q(X) 0 … 0 
0 0 … 0 0 0 … 0 
VER, . 1 
0 0 … 0 0 0 … 0 


Il vient exp = Q. Contradiction puisque Q (contrairement à exp) est dans le noyau de 
FECCRR je FO NOMEECSRR }: 


” Être nilpotent” et être diagonalisable” sont des propriétés antinomiques : 


F|\ la seule matrice À à la fois nilpotente et diagonalisable est la matrice nulle À = 0 


ou sa variante : 
la seule matrice à la fois unipotente et diagonalisable est la matrice unité. 


Ce résultat peut être envisagé comme un corollaire immédiat de la décomposition de Dunford. Directement, 
puisque À est diagonalisable, on écrit À = PDP! avec D diagonale et P inversible. Il vient 


VpeN*, DP=P 14P 


donc, avec À nilpotente, D est diagonale nilpotente, donc nulle, ce qui assure À — 0. On peut enfin justifier 
le résultat en exploitant d’abord ” À nilpotente” puis ” À diagonalisable” via les théorèmes 7 (page 24), 5 
(page 20) et 4 (page 18). 

Voici trois utilisations du fait | F. 


Exercice 16 {Unicité de la décomposition de Dunford, page 12) 


On admet la construction d’une décomposition (d,n) de f où d et n sont des polynômes en f. Avec des 
notations évidentes, soit (d’,n’) une autre décomposition de f. 


Puisque f=d+n=d'+n,n-n =d -d. 


— f = d'+n commute avec d’ et n’ puisque d'n' = n'd’. 
— dd = d'd puique d est un polynôme en f. Comme, de plus, d et d’ sont diagonalisables, d' — d est 
diagonalisable. 
— De même, n commute avec n’. Comme, de plus, n et n’ sont nilpotentes, n — n’ est nilpotente. 
Bilan : n — n’ est nilpotente et diagonalisable donc n = n’ (et d = d’). 


Exercice 17 (Théorème de Burnside) 
Soit G un sous-groupe de Gl,(C ). On suppose qu'il existe e EN tel queVAE G, A° = T,. Alors G est fini. 


Soit G le sous-espace de M, (C ) engendré par G. On complète la partie libre @ par des éléments de la partie 
génératrice G pour former une base (C1,...,C,) de G. Un élément de G est repéré dans la base (C1,...,C,) 
mais on cherche un autre système de repérage qui assure la finitude de G. Pour cela, on souhaite plonger (d’un 
point de vue ensembliste) G dans C” par T : Ar (Tr(AC%x))1<x<r. On suppose momentanément l’injectivité 
de T prouvée. Pour montrer que Gest fini, il suffit de vérifier que T(G') est fini. Un élément de T(G) est un r- 
uplet, chaque composante du r-uplet étant une somme de n valeurs propres (distinctes ou non) d’un élément 
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de G. Puisque X° — 1 est un polynôme complexe annulateur de tout élément de G, le spectre global des 
» 2 
éléments de G est contenu dans l’ensemble des e racines e°”*# de l'unité et Card(T(@)) < [(e")]" < [e"]". 


On retourne à l’injectivité de G. Soit À et B dans G telles que T(A) = T(B). On veut À = B,i.e A—B=0. 
La matrice À — B ”sort” du groupe, tout comme AB! — J, mais AB! — J “reste” un peu plus longtemps 
dans Get fait apparaitre la rassurante /. Comment montrer que AB! — I est nulle ? 
* AB-l _ J est diagonalisable. 
En effet, AB-1 € G l’est car annule le polynôme X° — 1 scindé à racines simples dans € . Soit 
P EGlh(C ), D diagonale telles que AB! = PDP 1. Facilement AB! — I = P(D—1I)P"#. 
* AB-l _ J est nilpotente. 
On pose M = AB! et, pour 1<k<n, 
Tr(MF) = Tr(A BTMS ). 
——> — 
combinaison linéaire des (C;) 
Or T(A) = T(B), donc Tr(Mf) = Tr(B B-LMË 1) = Tr(MË-1 = Tr(1) = n. Par la formule de 
k 
Newton (M = AB! et I commutent) et la linéarité de la trace, Tr((M — 1)*) = n >(—-1)!C} = 0. 
1=0 
Aussi, M — I— AB! - I est nilpotente. 
D'oùù l’injectivité de G et la fin de la preuve. 


Exercice 18 
Soit E un € -espace vectoriel de dimension finie n, f un endomorphisme de E tel que exp(f) est diagonali- 
sable. Alors f est aussi diagonalisable. 


On écrit, avec des notations évidentes, la décomposition de Dunford de f : f=ô+n. 
— Puisque 6 et 7 commutent, exp(f) = exp(ô) exp(n) ou exp(n) = exp(—6) exp(f). 
— Puisque 6 est un polynôme en f, à et f commutent donc 


exp(—0) exp(f) = exp(—6 + f) = exp(f — à) = exp(f) exp(—à). 


Comme, de plus, exp(—6) (avec 6) et exp(f) sont diagonalisables, la composée exp(n) = exp(—6) exp(f) 
est aussi diagonalisable. 
— Enfin, exp(n) —-1=7+..- Ces LE est nilpotent (comme somme de nilpotents qui commutent) et 


diagonalisable (comme somme de deux diagonalisables qui commutent) donc est nul. Ainsi, le polynôme 


minimal w, de 9 (un certain X7) divise X +...+ Ce donc u, = X,n—=0et f est diagonalisable. 


2 Cyclicité 


Quand on connaît l'importance des polynômes d'’endomorphismes et le rôle central de la stabilité dans 
la théorie de la réduction, on aborde naturellement, pour un espace E et f € L(E) , l'étude des sous-espaces 
engendrés par les fP(x) (xEE,peN). 


2.1 Polynôme minimal, polynôme minimal ponctuel 
Soit E un K -espace vectoriel, f un endomorphisme de E. L'ensemble 7 = {PE K[X]; P(f) = 0} est 
un idéal de l’anneau principal K [X]. Cet idéal, dit idéal annulateur de f, peut êre nul. On considère par 


exemple l’endomorphisme décalage f de K [X] défini par f(Q) = XQ. Si P = Y'a; X* € K [X] est un 
k=0 


œ 
polynôme non nul annulateur de f, alors P(f)(1) = 5 ax XF est nul, ce qui est absurde. En revanche, en 
k=0 


dimension finie, Î n’est jamais réduit à {0}. Dans toute la suite du texte, K désigne un corps commutatif, 
E un K -espace vectoriel de dimension finie n et f un élément de £(E) , ce que l’on abrège en K ,E,n, f. 
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Lemme 5 


Avec K ,E,n, f, il existe un polynôme non nul à coefficients dans K qui annule f. 


La famille F = {1d, f, f?,.…., f"*} a n? +1 vecteurs dans l’espace L(E) de dimension n? donc F est liée : 
il existe des scalaires ao, .…, @,2 non tous nuls tels que ao1d + …. + ay FT = 0. D'où l'appartenance du 
2 


polynôme non nul P(X) = 5 ax XF à l'idéal annulateur J de f. 
n=0 


Ainsi, il existe un unique polynôme unitaire 4; de K [X] (appelé polynôme minimal de f) tel que 
VPEK[X|,, P(f)=0&wurs]rP. 


Exercice 19 {Premier lien entre polynôme minimal et polynôme caractéristique) 
Soit À € M,{K }). Les valeurs propres de À, qui sont les racines dans K du polynôme caractéristique C'A de 
À, sont aussi les racines de A dans K. 


Puisque A annule À, toute valeur propre de À est racine de 14. Réciproquement, soit Àg un zéro de 14. 
On écrit ua = (X — X5)Q avec ho EN *, QE K [X] et Q() Z 0. Si Ào n° est pas une valeur propre de À, 
(A— Xo7)"#° est inversible et, puisque 0 = 14(A) = (A— 01) *Q(4), Q(A) = 0. Or Q £ 0 et d°(Q) < d°(u4), 
ce qui contredit le statut de u4. 


Si f est diagonalisable, il existe un polynôme P € K [X] annulateur de f et scindé à racines simples dans 
K ,et puisque us | P, af est aussi scindé à racines simples. On retiendra 


Théorème 4 


Avec K ,E,n, f, l’endomorphisme f est diagonalisable si, et seulement si, a est scindé à racines simples. 


Exercice 20 Pour À, B dans M,(C )telles que AB = BA ([A, B] = 0), 


M = ( + ) est diagonalisable si, et seulement si, À est diagonalisable et B = 0. 


0 À 
AN kAtTEB : , P(A) P'(A)B 
x k 2 2 . 

Pour ke N*, M°=— ( 0 AR ) donc par linéarité, VP e C[X], P(M) = ( 0 P(A) . On 
! 

suppose que M est diagonalisable. L’ égalité uxy (M) = ( nr a & Le A ) = 0 donne 
M 

— um(A) = 0 et À (comme M) diagonalisable puisque le polynôme 4 annulateur de À est scindé simple 


— Hu(A)B = 0. 
Puisque x est scindé simple, on à ww A y = 1 donc il existe deux polynômes U et V de € [X] tels que 
Um + Vu = 1. Il vient V(A)u (4) = 1, ny(A) € Gl(C ) et B = 0. L’ autre implication est facile. 


Pour x € EF, on pose 
<x>= Vect(fP(x),pEeN)={P(fj(x), PEK [X]} (Définition par l’intérieur). 


On dit que < x > est le sous-espace f-cyclique engendré par x. On vérifie facilement que, de l’extérieur, 
< x > est le plus petit sous-espace de FE, f-stable et contenant x. On note que 

— <0 >= {0}. 

— Six est un vecteur propre de f, < x > est la droite K x. 

— |Si f Z 0 est nilpotent d'indice q = min{pe N*, ff —=0},|pourtoutxeE, 


< x >= Vect (x, f(x),…, f(x) 


a une dimension inférieure à q. Si æ est hors de Ker(f1!), on vérifie que la famille (x, f(x), .…, f9-l(x)) 
est libre dans E donc |q = dim(< x >) < n. 
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— Si d désigne le degré du polynôme minimal u de f, après division euclidienne de P € K[X] par us, 
la famille (x, f(x), …, f41(x)) engendre < x >, ce qui revient à dire que |dim(< x >) <d=d°uy. 


— [Sous R ,E,n > 3, f, il existe un sous-espace de Æ f-stable de dimension 1 ou 2. 
En effet, on considère la décomposition de y en facteurs unitaires irréductibles dans R [X] : 


Uf — P1...P,. 


Si l’un des P,; est de degré 1, f admet une valeur propre réelle et tout vecteur propre associé engendre 
une droite f-stable. Sinon, tous les P; sont de degré 2 à discriminant strictement négatif. Puisque 
up (f) = P1..P,(f) = 0, l’un des P,(f) = f? + af +bId n’est pas inversible donc n’est pas injectif. 
Soit alors x £ 0 dans Ker(P,(f)). On a f?(x) € F = Vect(x, f(x)) et par récurrence tous les fP(x) 
sont dans F. D'où les résultats. 
Un sous-espace F de E est dit f-cyclique lorsqu ‘il existe x € E tel que F =< x > . Lorsque E est f-cyclique, 
on dit que f est cyclique. 


L'ensemble 1, = {P EK[X1; P(f)(x) = 0} est un idéal de l’anneau principal K [X], qui possède ur. Le 
générateur unitaire de 1,, noté Hy, est appelé polynôme minimal ponctuel de f en x. 


Voici deux jolies applications du lemme 1 (dit d’évitement) dont on rappelle l'énoncé : 


Si E est un K -espace vectoriel et si F1, F2, …, F, sont des sous-espaces vectoriels tels que £ = Fi U..UF,, 
alors l’un des F4 est égal à E. 


On propose une preuve du lemme d'’évitement dans le cas où le corps K est infini. On raisonne par récurrence 
sur le nombre p de sous-espaces. Si p = 1, c’est évident. On suppose le résultat vrai pour p—1, avec p > 2. Si 
l’on a les hypothèses pour p, le résultat vaut lorsque F € F2U...UF,, puisqu ‘on est ramené à FBU..UF, = E. 
On suppose que F1 n’est pas contenu dans F> U UF, et on veut prouver que F1 = ÆE. On commence par 
choisir a € F1, hors de F2 U...U F,. Soit maintenant x € E, À1, …, Àn41 p + 1 scalaires distincts dans K . 
Les p +1 vecteurs a + À;x sont dans les p tiroirs F1, …., F,, donc deux d’entre eux, a + À;x et a + À;x, sont 
dans le même F4. Ainsi, (; — À;)x € F3, x € Fr puisque À; £ À;, a € F4, k = 1 et en définitive, x € F1. 


Propriété 3 


Sous K ,E,n, f, si E ne possède qu ‘un nombre fini de sous-espaces f-stables, alors E est f-cyclique. 


On considère tous les sous-espaces F1, …, F, stricts de E et f-stables. Soit à bon droit un vecteur x hors 
de FU..UF,. On a < 20 >= E puisque < x0 > est f-stable et ne coïncide avec aucun F3. 


Propriété 4 


Avec K ,E,n, f, ü existe x0 € E tel que a = up. 


On appelle D l’ensemble des diviseurs unitaires de ur, distincts de x. Lorsque 6 est dans D, ô n’est 
pas un polynôme annulateur de f, sinon y | Ô et a — 6. Ainsi, Kerô(f) £ E, et puisque D est fini, 


U Kerô(f) # E. Soit alors x dans E, hors de ([J Kerô(f). Le polynôme y}°, qui est un diviseur unitaire 
6eD $eD 


de y, est hors de D. Sinon, x6 € Ker n° (f) € U Ker ü(f), ce qui n’est pas. Ceci impose : u°° = pif. 


On souhaite décrire les sous-espaces f-cycliques. 


Propriété 5 


Avec K ,E,n,f, pour x € E, si dy désigne le degré de u?, alors le sous-espace < x > est de dimension ds, de 


base (x, f(x), …, f4"1(x)). On retrouve, en particulier, que < x > a une dimension inférieure à d = d°(uf ). 
Les vecteurs x pour lesquels < x > est de dimension maximale d (et il en est), sont dits cyclo-optimaurx. 
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La famille F = (x, f(x), …, f-1(x)) est libre : la nullité d’une combinaison linéaire de F assure l ‘existence 

d ‘un polynôme de I, de degré d;—1, et donc la nullité de ce polynôme. Soit alors F = Vect(r, f(x), .…, f4-1(x)). 
Le sous-espace Fest f-stable. En effet, puisque u?(f)(x) = 0, f(x) est une combinaison linéaire de F, 
donc appartient à F, et par récurrence, Vp € N, fP(x) € F. Ainsi, < x >C F. Puisque < x > contient x et 
est f-stable, < x > contient x et tous les fP(x), donc < x >C F. D'où le résultat. 


Proposition. 7 (Commutant d'un endomorphisme cyclique) 


Sous K ,E,n, f, si E est f-cyclique, alors le commutant C(f) de f constitué des endomorphismes de E qui 
commutent avec f est le sous-espace K [f] = {P(f), PEK[X]} de L(E) de dimension n. 


On choisit r9 € E tel que E =< x0 > de base (x0,..., f"!l(x0)). Clairement K [f] est contenu dans C(f). 
Réciproquement, si g € £L(E) est tel que [f,g] = f o g — go f = 0, g est entièrement déterminé par g(xo). 
En effet, 

g(f?(xo)) = fP(g(xo)) dès que 0 <p <n—1. 


Précisément, si g(to) = toto + @1t1 + … + an_1f""!(xo), alors 9 = aoldg + if +... +an_1f"" 1. 


2.2 Théorème de Cayley-Hamilton 


On sait que les valeurs propres de f (1.e les racines dans K du polynôme caractéristique C'; de f) sont 
des racines de tout polynôme annulateur de f. En particulier, ce sont des racines du polynôme minimal yf. 
Mieux, avec l'exercice 19 (page 18), ce sont exactement les racines de u; dans K . On précise dans ce qui 
suit les liens entre C'; et ur. 


Théorème 5 (de Cayley-Hamilton) 


Avec K ,E,n,f, le polynôme caractéristique Cf de f est un polynôme annulateur de f ou de façon 
équivalente, a | Cr. En particulier, 

— le polynôme minimal de f (qui a par construction un degré inférieur à n?) a un degré inférieur à n. 

— Si le polynôme caractéristique de f s ‘écrit 


C(X) = (—-1)" [Lx — @)" (a; valeur propre de f dans K de multiplicité ni), 
i=1 


alors son polynôme minimal est de la forme 


us(X) = [Lx — a)" avec 1 £ n4 < mi. 
i=1 


— Si le polynôme caractéristique de f est scindé simple, alors f est diagonalisable. 


Soit x £ 0 dans £. On note F =< x >= Vect(f"(x),k € N ) le sous-espace f-cyclique engendré par x et p sa 
dimension. Soit g l’endomorphisme induit par f sur F. La matrice de g dans la base B = (x, f(x), .…, fP—1(x) 
est : 


(0) ao 
Matg(g) = Re avec, classiquement, C,(X) = (—1)P(XP — a, XP 1 — . — ao). 
0 . 
1 dp—1 


Ainsi, C;(g)(x) = 0 ou encore C,(f)(x) = 0. Puisque F = Vect(f"(x),k € N ) est f-stable, un déterminant 
par blocs donne : C, | Cr, donc C'}(f)(x) = 0, et ce, pour tout vecteur non nul x de E. D'où le résultat. 
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Théorème 6 (Caractérisation des espaces f-cycliques) 


Soit E un K -espace vectoriel de dimension finie n, f un endomorphisme de E. On a les équivalences : 
1. E est f-cyclique. 
2. Le polynôme minimal us de f est (—-1)"C}; où C'; est le polynôme caractéristique de f. 
3. Il existe une base B de E telle que Matp(f) (remplie de 0) ait la forme : 


0 ao 
Matg(f) = Le #4 ai 
0 
1 An—1 


La matrice Matp(f) est appelée matrice compagnon du polynôme 


Cy(X) = (DIX — an À — 22 — ao]. 


Ainsi, deux matrices cycliques sont semblables si, et seulement si, elles ont même polynôme caractéristique. 


Si E est f-cyclique, soit a € E tel que E =<a>.Onan= dimE = d(uf) < d’(ur), et avec le théorème 
de Cayley Hamilton, n < d°’(ur) < d°Cÿ = n, donc d°(us) = d°(Cÿ) = n. Toujours avec Cayley Hamilton, 
ur | Cr, donc ur = (—1)"C};. Réciproquement, si y = (—1)"C}, on choisit à bon droit xo € E tel que 
1 = Ji, et le sous-espace f-cyclique < x > est de dimension d° (44°) = n, donc E =< x, > est f-cyclique. 


Si E est f-cyclique, soit a € E tel que E —< a >. La famille B = (a, f(a), .…, f"—!(a)) est alors une base 
de E et Matg(f) a la forme souhaitée (dite de Frobénius) : 


0 ao 
de. #4 < £ 
Matp(f) = Fe où _f"(a) = açoa + … + an-1f"7 (a). 
0 
1 An—1 


Réciproquement, si B = (e1,...,e,) est une base de Æ dans laquelle la matrice de f a la forme de Frobénius, 
alors f(e1) = e2, f(e2) = e3, …, f(en_1) = en, ce qui assure que B = (es, f(e1),…, f"—l(e1)) et en définitive, 
E =< e; > est f-cyclique. 


Exercice 21 
Montrer que À est semblable à B où 


3 2 —5 6 20 —34 
A= | 2 6 —10 et B=]| 6 32 —-51 
1) 522 5 4 20 —32 


Dire que polynôme minimal y et polynôme caractéristique C'; de f sont égaux au signe près revient à dire, 
avec le théorème de Cayley-Hamilton, que le polynôme minimal est de degré n. Ainsi, f € £L(E) est cyclique 
si, et seulement si, la famille (1d, f,.…, f"-1) est libre dans L(E) . 


Corollaire 3 
Pour K —=R ouC , l’ensemble C des matrices cycliques de M,{K ) forme un ouvert de M, {K ). 


Soit M € M,{K }) cyclique. On complète la famille libre (7,,M,..., M"-1) en 


une base (1,,M,..., Ml, Enu1,.…., En) de MK ). 
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Soit B une base fixée de M, (K }. L'application A : N + detg(l,,N,.…., N°1, En11,.…, En) est continue 
de M,{(K ) dans K et, puisque A(M) £ 0, il existe un voisinage V de M tel que N € V = A(N) £ 0. 
Ainsi, pour tout N € V, (1,,N,..., N°1) est libre ou N est cyclique. On a montré que V € C. 


On est en mesure de donner deux grandes familles d‘endomorphismes cycliques : 
1. les endomorphismes diagonalisables à spectre simple 
2. les endomorphismes nilpotents d'indice de nilpotence (maximal) n, i.e de noyau minimal (droite). 


On remarque que ces deux familles, bien qu ‘éloignées (cf opposition diagonalisable-nilpotent), présentent un 
point commun : les sous-espaces propres sont de dimension 1. On pourra lire la page 28 à ce sujet. 


Voici un exercice où apparaît un opérateur du deuxième type. 


Exercice 22 Déterminer les sous-espaces F de dimension finie de E = C(R ,C ) stables par translation 
sur la variable. 


nm 
On remarque que, pour n > 1, les fonctions x ER + 5 axx* ((ax) suite de nombres complexes) forment 
k=0 
un tel sous-espace de Æ. Soit F un sous-espace de Æ qui convient, n sa dimension et (e1,...,e,) une base de 
F. Si f est un élément de F et yE€R,, il existe des complexes A(y), …, AA(y) tels que 


fe+y) = D Aer. 
k=—1 


Première étape : Intégrer pour dériver 


En notant des primitives des éléments de Æ par des majuscules, 


F(e + y) = ÿ. Ak(v)Ex + G{y), où Gest une fonction de R dansC. 
k=1 


Pour yER et (x1,.….,Æn11) € R "*}, on écrit : 


A(y)E1(t1) + + An(y)En(ri) + G(y) = F(x1 + y) 


(5) 4: 
MY)E(tn+1) + + An(y)En(tn+1) + G(y) = F(tn+1 + y) 

qu ‘on interprète comme un système aux n + 1 inconnues ÀAi(y), …, An(y), G(y). On peut choisir +1, …., tn 
pour que le déterminant de (S) soit non nul. Par l’absurde, pour tous réels æ1, …., æ, et tout réel x, 

E\(x1) av En(x1) 1 

| = 0. 

Ei(än) *:: En(tn) 1 

Ei(x) ::. E,(x) 1 
Le développement par rapport à la dernière ligne donne une relation du type : a1E1 + an En = 0, puis 
par dérivation : @1e1 + …. + Gnen = 0. Puisque (e:,...,e,) est libre dans F, 1 = … = an = 0. L'égalité 
a = 0 se traduit par la nullité d’un déterminant du même type de taille n (au lieu de n +1). On réitère la 
même manipulation jusqu'à 1 = 0, ce qui achève le raisonnement par l'absurde. Pour un choix de %1, …, ïn 


conduisant à un système de Cramer, chaque fonction À4 : y Ak(y) est combinaison linéaire des F(x; +e), 
donc est C! de R dans €. La fonction dérivée X, est elle combinaison linéaire des f(x; +e), donc appartient 


à F. Puisque f = Ÿ ex(0) x, f est dérivable avec f' € F. 
k=0 
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Deuxième étape : Avec l'opérateur dérivation 

On envisage à bon droit l’endomorphisme de F :u: f + f'. Son polynôme minimal y, est un polynôme 
annulateur de u, donc Fest contenu dans l’espace (de dimension n) des solutions de l’équation différentielle 
linéaire ua(u)(e) = 0. Pour des raisons de dimension, F est exactement cet espace des solutions et F est 
u-cyclique. La réciproque est claire et on a caractérisé les sous-espaces de C(R ,C }), de dimension finie et 
stable par translation sur la variable. 


3 Récurrence via la complétion 


3.1 Facteurs irréductibles de y; et C; 


Sous K ,E,n, f, on a vu dans l’exercice 19 (page 18) que les polynômes minimal et caractéristique de f 
ont les mêmes racines dans K . Voici un résultat plus fin. 


Proposition 8 


Sous K ,E,n, f, les polynômes minimal et caractéristique de f ont les mêmes facteurs irréductibles dans 


K [X]. 


Le théorème de Cayley-Hamilton montre que u | C'; donc tout facteur irréductible de ur divise aussi C7. 
Pour montrer la deuxième partie de preuve, on procède par récurrence sur la dimension de E. Si n = 1, 
Cf = up. On suppose à présent que n > 2 et que le résultat est acquis sur tout espace de dimension 
inférieure à n — 1. Soit à bon droit x £ 0 dans E et F =< x > le sous-espace f-cyclique engendré par x. On 
note d > 1 sa dimension et on rappelle que (x, f(x), …, f4-l(x)) est une base de F. Si d = n, f est cyclique 
et y = Cy. On envisage maintenant le cas d < n. On complète la famille (x, f(x), …, f4-1(x)) en une base 
B = (x, f(x), .…, f(x), eg11,.….,en) de E et on note G le supplémentaire de F =< x > dans E engendré 
par (ea+1,.…,€n). La matrice de f dans la base B a pour forme 


Me Con 


car Fest f-stable. On appelle f = f|£ l’endomorphisme induit par f sur F et f l’endomorphisme de G 
qui a pour matrice M dans la base (eg41,..,e,). On a Cf = CyCretu; | ur. Puisque 


0 = u5(M) = ( a re f 


Ly(M) = 0 et pr | us, ce qui assure PPCM{u;,hy) | ur. Par hypothèse de récurrence, a} et CF d'une 
part et, uF et CF d'une part, ont les mêmes facteurs irréductibles. Si P est un facteur irréductible de C}, 
P]CÿCF donc P |C;ou P|CF par irréductibilité de P. On a alors avec ce qui précède P | PPCM(u;, by) 
et donc P | ur. 


Sous K ,E,n, f, si f est nilpotent, une valeur propre de f dans K est nécessairement nulle. Puisque par ailleurs 
un nilpotent à un déterminant nul, O est une valeur propre de f donc, à ce stade, le spectre ensembliste de 
f nilpotent est ox(f) = {0}. On précise maintenant le spectre étendu de f. 


Corollaire 4 


Sous K ,E,n, f, On a les équivalences 
i) L'‘endomorphisme f est nilpotent. 
ii) Le polynôme caractéristique de f est Cÿ(X) = (—1)"X7. 


Si f est nilpotent, il existe p € N tel que fP = 0 donc le polynôme minimal de f, qui divise XP, est un certain 
up = À et, puisque u# et Cf ont les mêmes facteurs irréductibles, C'; est nécessairement C'; = (—1)"X”. 
La réciproque est claire avec le théorème de Cayley-Hamilton. 
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3.2 Critère fondamental de trigonalisation 


Théorème 7 (Endomorphisme nilpotent et caractérisation de la triangularisation) 


Soit E un K -espace vectoriel de dimension finie n, et f un endomorphisme de E. On dit que f est trigona- 
lisable s ‘il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est triangulaire supérieure. 


L'endomorphisme f est trigonalisable si, et seulement si, C'} est scindé dans K , ce qui revient encore à dire 
que f a toutes ses valeurs propres dans K . 


En particulier, 

— tous les endomorphismes complexes sont trigonalisables. 

— Les endomorphismes nilpotents sont trigonalisables, et représentés dans une base de trigonalisation par 
une matrice triangulaire ayant des zéros sur la diagonale. 


Si on dispose d’une base B de E dans laquelle la matrice de f est de la forme : 


À * ….. * 

RE 
Mas(f)= | 

. LA, é *k 

0 0 À 


alors le polynôme caractéristique de f (qui est celui de Matg(f)) est [[(À;- X). On constate en particulier 
i= 
que les éléments diagonaux de MatZ(f) sont les valeurs propres de f. On suppose à présent que le polynôme 


caractéristique de f est scindé sur K et on montre que f est alors trigonalisable en raisonnant par récurrence 
sur n = dimE. Sin=1l,iln"y a rien à démontrer. On suppose la propriété vraie jusqu’au rang n — 1. Soit 
à bon droit À une valeur propre de f, et e1 Æ 0 un vecteur propre associé à f. On complète la famille libre 
{e1} en une base B1 = (e1,...,e,) de E. La matrice de f dans la base B1 est de la forme : 


À * …. *% 

0 T L 

A 

0 | | 

Le polynôme caractéristique Cy de f est Cy(X) = (À — X)Ca(X) (CA(X) désignant le polynôme ca- 
ractéristique de À) donc CA est lui-même scindé sur K . Soit 4 l’endomorphisme de Vect(e2,.…,e,) de 
matrice À dans la base (e2,...,e,). L'hypothèse de récurrence assure que 4 est trigonalisable. Soit alors 


(£2, .…., En) une base de Vect(e2, .…, eh) dans laquelle la matrice de 4 est triangulaire supérieure. Clairement, 
B = (e1,€2,.….,€n) est une base de E. Avec des notations évidentes, on a 


f(e1) — Àe: 


nm 
f(Ei) = f(a2ie2 + + Quien) = trier + DC aripler) = trie + pe) pour2<i<n 
k=2 


n 
=1 


Matz, (#) = 


donc : 
À t12 De Lin 


0 
Matg(f) = . | 


Corollaire 5 {Théorème de Cayley-Hamilton dans MA(C ) donc aussi dans MAR)) 
Soit E un € -espace vectoriel de dimension finie n. Pour tout endomorphisme f de E, le polynôme ca- 
ractéristique de f annule f. 
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Soit CF(X) = [[ (A; — X) le polynôme caractéristique de f et B = (e1,.….,e,) une base de trigonalisation de 


i=1 
J. Pour 1 <i< n, on pose : 
GX) = II GX) et pi = CF). 
1<k<i 
On montre par récurrence sur à que e1,...,e; € Kerw;. L'initialisation pour à = 1 est claire puisque e1 est 


un vecteur propre associé à la valeur propre À. La récurrence s”’enclenche sans problème puisqu'on vérifie 
que @ix1 = Pifhigild — f) = (Air11d — f)g:, et en définitive w, = Cy(f) = 0. 


Exercice 23 Montrer que si À est une matrice n x n à coefficients dans € , alors det(A) = exp(Tr(A)). 


Exercice 24 
Montrer que l’ensemble des matrices complexes diagonalisables (à spectre simple) est dense dans M,(C ). 


1. Retrouver le théorème de Cayley-Hamilton dans M, {(C ). 


2. Montrer que les matrices complexes cycliques forment une partie (ouverte) dense de M,{C ). 


Remarque : L'ensemble des matrices réelles diagonalisables (à spectre simple) N'est PAS dense dans 
My(R). En revanche, les matrices réelles cycliques forment TOUJOURS une partie (ouverte) dense de 
My(R). Soit v un vecteur non nul de R ” et, si B désigne la base canonique de R ”, À : M € M, (R) + 
detg(v, Mv,...,M"-lv). L'application A est polynômiale en les coefficients de M et, si pour M € M,(R) 
il existe un voisinage de M surlequel À est nul, alors À est identiquement nul. Or, puisque v est non nul, v 
a une composante sur les vecteurs (e1,...,e,) qui n° est pas nulle, par exemple celle sur e,. La cellule J, de 
Jordan nilpotente de rang maximale vérifie alors A(J,) # 0. 


Exercice 25 (Rayon spectral et normes subordonnées) 
On note À l’ensemble des normes sur MA(C induites par une norme vectorielle de C ”. Montrer que 
VAE M,A(C), p(A)= inf (A). 
vEA 
Pour v € À subordonnée à || ||, À valeur propre de À et X un vecteur propre de À de norme 1 associé à À, 
on à [[AX || =| À | [[X|| =| À | donc | À [< v(A), et ce pour tout À € Sp(A), donc p(A) < (A), et ce pour 
toute norme v € À, ce qui donne en définitive p(A) < inf v(A). 
V 


Soit f l’endomorphisme de € représenté dans la base canonique Bo par À. L'idée est de mettre f sous 
forme trigonale, avec des coefficients arbitrairement petits dans le triangle supérieur strict. Il existe une base 
B = (e1,..,en) de C ” telle que la matrice T = Matg(f) de f dans B est triangulaire. En notant P la 
matrice de passage de Bo à B, T = Matg(f) = P-YAP a la forme : 


À a1,2 din 
T = Matg(f) = G . #8 
An—1,n 
(0) (0) ÀÂn 


Pour t > 0, on envisage la base B; = (el = tes,e'—2 = tes, ….,e!, = t'e,) de Cet, si P, = Diag(t,t?,...,t") 


On 


est la matrice de passage de B à B;, la matrice de f dans B, est 


À ta1,2 lois 
T, = Matg,(f) = P;\ Matg(f) P, = PS TP, =(PP,) ! A PP, = à A2 
lan_1n 
0 0 1. 
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Sur € ” muni de la base B;, on considère la ”norme 1” || ||: 
nm 
IXI= Sd xl sx=xe +. +xne, 
k=1 


et on admet que la norme N subordonnée à || [| est définie sur M,(C ) par : 
nm 


N(M)= max dm |. 


1<jÿ<n * 
i=1 


On considère enfin sur M,(C ) la norme z(e) = N ((PP,) le (PP,)). On admet que #, est subordonnée 
à : 


Xi Xi 
IX|, = : [ICPP) x || où sont les coordonnées de X dans la base canonique Bo. 
Xn . Xn 
Il vient 
p(A) &< (A) = max (| À |,| Ào | +t] a10 |,..,| An | +t | an-in | ++ ET] ain |) 


et (A) peut être rendue arbitrairement proche de p(A). 


Des changements de bases analogues à ceux évoqués dans l”’ exercice précédent conduisent à une nouvelle 
caractérisation des matrices nilpotentes complexes et des matrices diagonalisables complexes : 


Proposition 9 


1. Une matrice complexe À est nilpotente si, et seulement si, la matrice nulle est adhérente à la classe de 
similitude de À. 


2. Corollaire : Si une matrice complexe À a une classe de similitude fermée, alors À est diagonalisable. 


3. Siune matrice complexe À est diagonalisable, alors la classe de similitude de À est fermée. 


page 188 Gourdon 


3.3 Noyau de la trace 


On suppose que K =R ,€C. On veut déterminer le noyau de la forme linéaire trace sur M, (K ). 


Proposition 10 


Si M est une matrice n x n de trace nulle, M est semblable à une matrice à diagonale nulle. 


On raisonne par récurrence sur n. Pour n = 1, il n’y a rien à faire. On suppose la propriété vraie jusqu’au 
rang n — 1. Soit M une matrice n x n de trace nulle. Puisque la caractéristique de K est nulle, M n’est pas 
scalaire. Soit alors, en vertu du lemme de Schur ( théorème 8, page 28), une colonne C dans K ” telle que 
(C, MC) soit libre. On complète (C, MC") en une base de K ” et M est semblable à 


M' = … , avec Tr(M) = Tr(M') = Tr(N)=0. 
oL | 


La récurrence s”’enclenche avec N € M_1(K ). 
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Corollaire 6 


1. Une matrice M Æ 0 de M,{R ) est de trace nulle si, et seulement si, il existe X et Y dans MK) 
telles que M =[X,Y] = XY -YX. 
2. SiU € MK ), l'endomorphisme Adu : M UM — MU de M,{K ) est de trace nulle. 


On vérifie facilement que toute matrice semblable à un crochet est aussi un crochet. Il suffit donc de vérfier 
qu'une matrice M = (m;,;) à diagonale principale nulle est un crochet. On choisit n scalaires réels ou 
À 
complexes À, …, À, tous distincts et on pose À = ie . On cherche alors Ÿ = (y) pour que 
An 
XY —-YX = M. La matrice Y de terme général ÿ,;, = ÿ# convient. 
| = 

Soit U = (u;,;) € MaK ). Si À désigne la trace de U, on considère la matrice U” = (u; ;) telle que u; ; = ui; 
SiÆ ju; = ii — À. Ainsi U = À, + U’ est somme d'une homothétie et d’une matrice de trace nulle. 
On écrit alors U = A, +[X,Y] et Ady = Adix y] = [Adx, Ady] est clairement de trace nulle. 


Corollaire 7 


Le noyau de la trace est le sous-espace de M, (KR ) engendré par les matrices nilpotentes. 


Soit M une matrice de trace nulle. Elle est semblable à une matrice M à diagonale nulle. Or M' est 
combinaison linéaire des matrices élémentaires E;,;, (i Æ j) qui sont nilpotentes. D ‘où facilement le résultat. 
3.4 Une condition suffisante de cotrigonalisation 


Voici un exercice classique d’oraux posé aux concours. Pour d’autres résultats de réduction simultanée, 
on étudiera le paragraphe 4.4, page 35. 


Proposition 11 


Soit À, B deux matrices complexes n x n. Si AB = 0, alors À et B sont trigonalisables dans une même base. 


Preuve : cf exercice 30, page 30. 


4  Récurrence via les sous-espaces stables 


4.1 Stabilité 
On travaille sous K ,E, n, f. Un sous-espace F de E est dit f-stable ou stable pour f si f(F) C F. 
Exercice 26 


L'endomorphisme f de E est trigonalisable si, et seulement si, il existe une famille de n sous-espaces distincts 
emboités {0} € F1 C ... € F, = E stables par f. 


Sont universellement stables les sous-espaces triviaux E et {0}. 


IDE situations diamétralement opposées se présentent : 
1. Que dire des endomorphismes f de E tels que (H,) : E et {0} sont les seuls sous-espaces f-stables ? 
2. Quels sont les endomorphismes de Æ pour lesquels (H) : tout sous-espace est stable ? 
Puisque tout sous-espace de Æ est une somme directe de droites vectorielles, la donnée (H) équivaut à dire 
que f stabilise toute les droites de E. 
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Théorème 8 (Lemme de Schur, caractérisation des homothéties) 


Soit E un K -espace vectoriel, f un endomorphisme de E. Si tout vecteur non nul de E est vecteur propre 
de f (f stabilise K x, pour tout x € E), alors f est une homothétie sur E. 


On suppose que pour tout x € E, il existe un scalaire À, tel que f(x) = ÀA,x. On choisit xo € E, x0 # 0, 
et on montre que À; = À, pour tout x € E. On distingue deux cas : x € K xo et (x,x0) libre. Si x = uto 
avec u E K, f(x) = Hi ÀxTo = Aro T, Ce qui conduit à À3 = Az. Sinon, Aztro(t + Co) = f(x + To) = 
f(x) + f(xo) = Art + Ar to et par liberté de (x, %0), Àx+x0 = Àx = À: 


Exercice 27 
Sous K ,E,n, f, montrer que si f stabilise tous les sous-espaces de dimension k (avec 1 < k < n), alors f 
est une homothétie sur E. 


\ 
Â f fixée dans £(E) , tout noyau de polynôme en f est stable car f et tout élément de K [f] commutent. 
Mais que dire de f si les seuls sous-espaces f-stables sont de ce type ? 


Soit + cyclo-optimal dans Æ. Il existe un polynôme Q € K [X] tel que < x >= Ker(Q(f)). Le polynôme 
minimal 4} de f en x, qui est égal à puy , divise Q, donc y | Q et E = KerQ(f) =< x >. Ainsi, f est 
cyclique. 


Propriété 6 


Sous K ,E,n, f, on a les équivalences : 


1. L'’endomorphisme f est f-cyclique. 


2. Les seuls sous-espaces f-stables de E sont des noyaux de polynômes en f. 


La deuxième implication est obtenue dans la preuve de la proposition 15, page 31. 


On a donné un premier résultat sur les endomorphismes de Æ qui n’admettent qu’un nombre fini de sous- 
espaces stables : ce sont, via le lemme d’évitement, des endomorphismes cycliques. On propose avec les 
propositions 12 et 13, une réciproque partielle. 


Proposition 12 


Sous K ,E,n, f, avec K infini, on a l'implication à) = ti) où : 
i) f n'a qu'un nombre fini de sous-espaces f-stables 
ii) Pour toute valeur propre À de f, le sous-espace propre É de f est une droite. 


Si on suppose de plus que f est trigonalisable, alors on à aussi l’ implication ii) = à). 


Remarque : On retrouve la cyclicité des nilpotents d'indice n et des diagonalisables à spectre simple. 
Preuve : Si À est une valeur propre de f et si le sous-espace propre E associé à À est de dimension supérieure 
à 2, alors on choisit deux vecteurs propres e: et e2 non colinéaires et, pour tout y € K , la droite K (e1 +ue2) 
est f-stable, ce qui contredit l'hypothèse à). 


On suppose à présent que f est trigonalisable et que tous les sous-espaces propres sont de dimension 1. Soit F 
un sous-espace de E f-stable, f = f |Ë l’ endomorphisme induit par f sur F qui est lui aussi trigonalisable. 
Si A1, .…, À, désignent les valeurs propres distinctes de f de multiplicité n1, .…, n4 dans le caractéristique de 
f, on peut écrire : 


S 
ès 
I 


1<i<q 
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Le lemme de décomposition des noyaux assure : 


q 
F=ŒKer(f- x)" 
i=1 
donc avec l'inclusion Ker(f—X;1)"" € FNKer(f-À;1)", on aen fait Ker(f—À;1)" = FN Ker(f-X1)". 
Dans un deuxième temps, on remarque que F N Ker(f — À;1)"; est un sous-espace de Ker(f — À;7)"; stable 
par f, et par f — À;1. On note g; | endomorphisme induit par f — À;1 sur Ker(f — À;1)"". Puisque 9; 
est nilpotent et puisque le noyau de g; est de dimension 1, g; est nilpotent d’ indice maximum (de rang 
maximum), donc cyclique et représenté dans une bonne base par un bloc de taille convenable 


0 I 


1 
0 


D’ après la proposition 1, page 6, g; n° à qu’ un nombre fini de sous-espaces g;-stables égal à n;+1, autrement 
dit Ker(f — XI)" = F N Ker(f — À;1)" ne prend que n; + 1 valeurs. Ainsi F = @2. Ker(f — A1)" vit 


q 
dans un ensemble de [[(n; + 1) sous-espaces de E. 
i=1 


Proposition 13 


Sous K ,E,n, f, si f est cyclique, alors tout sous-espace propre de f est une droite. 


On souhaite maintenant relier les notions de stabilité et de supplémentaire. Une première question se pose : 
Quels sont les endomorphismes f de E qui donnent à tout sous-espace de E un supplémentaire f-stable ? 


On suppose que tout sous-espace vectoriel H de E possède un supplémentaire f-stable. On montre par 
récurrence sur n = dimE que f est diagonalisable. Pour n = 1, il n’y a rien à faire. On suppose le résultat 
vrai jusqu ‘au rang n — 1. Soit H un hyperplan de E. On choisit une droite K e; supplémentaire f-stable de 
H. Le vecteur e1 est propre pour f. Soit à présent un supplémentaire F f-stable de K e1. Tout sous-espace 
H de F admet un supplémentaire G f-stable dans E et on vérifie que G=GNnFestun supplémentaire 
f-stable de À. L ‘hypothèse de récurrence assure que f = f|£ est diagonalisable. Par recollement de ei et 
d'une base de diagonalisation de Î = f |, on peut affirmer que f est diagonalisable. Réciproquement, si f 
est un endomorphisme de Æ diagonalisable, on choisit une base B de diagonalisation. Soit H un sous-espace 
de E. On prend une base de FH, que l’on complète en une base de E avec des éléments de B. Ces vecteurs 
de B choisis (propres pour f) engendrent un sous-espace de E, f-stable et supplémentaire de H. 


4.1.1 Endomorphismes simples 
Sous K ,E,n, f, on dit que f est simple si f vérifie (H.) : les seuls sous-espaces f-stables sont E et {0}. 


Proposition 14 


Avec K ,E,n, f, l’endomorphisme f est simple si, et seulement si, 


son polynôme minimal est irréductible 
et 
dimE = d° (u ) 
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On suppose que f est simple. Soit P un facteur unitaire irréductible de y . L’endomorphisme P(f) n’est 
pas inversible. Sinon, en écrivant us = PQ, E = Ker(uf (f)) = Ker(Q(f)) avec le lemme de décomposition 
des noyaux. Ainsi, Q est un polynôme annulateur de f de degré strictement inférieur à d°(uy ), ce qui est 
impossible. Soit alors x non nul dans Ker P(f). Le polynôme P est dans Z;, donc le polynôme y? #1 


divise le polynôme irréductible P, donc | P = y .| Puisque < x > n'est pas réduit à {0}, <x >= E et 


n = dimE = d(uÿ)< d’(uy ) <n, ce qui donne | dimE = d’{us ). 


Réciproquement, soit F un sous-espace f-stable de E, F {0}. Soit x un vecteur non nul de F. Puisque 
u; Ffl;onauÿ —=u.Eneffet, u} | ur etu est irréductible. Il vient : dim(< x >) = d’(uÿ) =n< dim, 
donc F = E. 


4.1.2 Image d'un endomorphisme 


Soit E un K -espace vectoriel. On illustre avec des exemples le fait au premier abord anodin que l’image 
d'un endomorphisme f de E est f-stable. 


Exercice 28 {Endomorphisme antisymétrique d'un espace euclidien) 
Soit E un R -espace de dimension finie, muni d'un produit scalaire < >. Si f € L(E) vérifie : 


VxeE, < f(x),x >= 0 ou de façon équivalente Vx,y € E, < f(x),y >= — < x, f(y) > 
alors f est de rang pair. 


On vérifie d’abord que Ker(f) et Im f sont orthogonaux (Ker f € (Im f)+). Puisque Æ est de dimension 
finie, £ = Im(f) @ (Im f)+. Par ailleurs le théorème du rang assure que dim(Ker f) — dim((Im f)+), donc 


E = Im f & Ker f. On envisage alors la restriction f de f à Im f, qui est un endomorphisme de Im f. Si À est 
une valeur propre réelle de f, À est nécéssairement non nul (puisque Î est injective) et pour x £ 0 vecteur 
propre associé à À, < F (x,x) >= 0, À <x,x >= 0, ce qui est impossible. Ainsi, f n’a pas de valeur propre 
réelle, ce qui assure que le polynôme raraciéretique de f, de degré égal au rang de «, est de degré pair. 


Exercice 29 On donne la matrice réelle n X n : 


0 0 1 
Fes 0 
0 0 1 
1 1 1 


Diagonaliser À sans calculs. 


On appelle B = (e1,.….,e,) la base canonique de R ” et on identifie À et l’endomorphisme f de R ” représenté 
par À dans la base B. La matrice À est de rang 2 donc Ker À est de dimension n — 2, avec 


Ker À = Vect(es — e1,e3 — €1,..…., En_1 — €1). 


On envisage maintenant la restriction ; de f à Im f, qui est un endomorphisme de Im f. La matrice de Î 
dans la base (e,,e1 + +e,) est 
0 n—-1 
Gr) 


de polynôme caractéristique X? — X + 1 — n, de valeurs propres 
aisée. 


= LE 3 et IE Ê . La conclusion est 


Exercice 30 Soit À, B deux matrices complexes n x n. Si AB = 0, alors À et B sont trigonalisables dans 
une même base. 
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Pour n = 1,il n’y a rien à démontrer. On suppose la propriété vraie au rang n > 1 et on envisage deux 
matrices À et B de Mh11(C ) telles que AB = 0. Soit f, g les endomorphismes de € "*1 représentés par 
A et B dans la base canonique de € "#1, Clairement f o g = 0. Si g = 0 ou g est inversible (dans ce cas, 
f = 0), la trigonalisation simultanée des endomorphismes complexes f et g est acquise. On suppose à présent 
que 1 < rg(g) < n. On pose G = Img, g = g |&, et on envisage la restriction f de f à G (qui est aussi 
F = 0 puisque Img € Ker f). L'application ÿ admet au moins une valeur propre complexe À, et un vecteur 
propre e1 choisi comme prébase de C +1. Après complétion, on obtient une base de C "+! dans laquelle les 
matrices de f et g sont 


A=|: 4 , B=|:  p 
0 0 


Par hypothèse de récurrence, il existe une matrice P inversible n x n et deux matrice T}, et Ty triangulaires 
supérieures telles que 4’ = PT,P-! et B' = PT,P-!. Avec 


4.1.3 Noyau d'un endomorphisme 


Le noyau X d'un endomorphisme f de E, comme l’image Im f, est f-stable. En choisissant f Z 0 
nilpotent, on vérifie que À n’a pas de supplémentaire F f-stable. En effet, si tel est le cas, l’endomorphisme 
induit par f sur Fest inversible, et en même temps nilpotent, ce qui est impossible. De façon générale, 


quand peut-on affirmer (H._.,) : tout sous-espace de E f-stable admet un supplémentaire f-stable ? 


4.2 Passage aux endomorphismes induits 


Sous K ,E,n, f, on dit que f est semi-simple lorsque (H,_.) : tout sous-espace de E f-stable admet un 
supplémentaire f-stable. 


Proposition 15 
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Sous K ,E,n, f, soit F un sous-espace f-stable de E et Î = Î [É l’endomorphisme induit par f sur F. 
i) Si f vérifie l’une des conditions suivantes : 
a) f nilpotent 
b)f  trigonalisable 
c) f  diagonalisable 
d) f cyclique 
e)f  semi-simple 
alors f = f | vérifie la même condition. 
ii) On peut préciser la structure des sous-espaces stables par f lorsque f est diagonalisable. Si on écrit 


® & 


AESp(f) 


où Sp(f) désigne le spectre ensembliste de f et pour À € Sn(f), EŸ le sous-espace propre associé, alors 


= 6 FNE!. 


AESP(f) 


iii) 54 on suppose E hermitien (resp. euclidien) et f auto-adjoint, alors on restreint le produit hermitien 
(resp. scalaire) de E à F et f = f |Ë est encore auto-adjoint. 


Pour a) : Évident. 
Pour b) : Immédiat avec le lemme 3 (page 7) et le théorème 7 (page 24). 


Pour c) : Immédiat avec le théorème 2. Si P est un polynôme de K [X] scindé à racines simples et annulateur 
de f, il a les mêmes propriétés pour f = f [£ , qui est de fait diagonalisable. On écrit 


F= & EŸ = @S FnEf. 


XESp(f) AESp(f) 
Voici une autre preuve (à la main) de la diagonalisabilté de Î = f |I£. On appelle F1, …, Ex les sous- 
espaces propres distinctes associés aux valeurs propres distinctes À1, …, À, de f. Soit x € F. Le vecteur x 
se décompose de façon unique sur les E; : x = x1 + …. + xx. On vérifie que chaque x; est dans F (ainsi 
F= Y FN E;), puis queles F N E; sont en somme directe, ce qui achèvera la preuve. On peut écrire : 
1LISE 
T1 re, ES TT Tk — T 
DNA TR és a ARR = f(x) 
Mai is 6 Met =. fr) 


Le déterminant du système d'’inconnues x; est un déterminant de Van der Monde non nul et les formules 
de Cramer assurent que chaque x; est une combinaison linéaire des second membres x, f(x), …, f"-l(x), ce 
qui prouve, par stabilité de F, que chaque x; est bien dans F. Enfin, 


(FAhE)N( ÿ FNE;) € ÆN( Ÿÿ. E;= {0}, d'où la conclusion. 
1<j<k, jHi 1<j<k, ji 
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Pour d):SiE =<a>et F Z {0}, on envisage l'idéal 7 = {PE K[X], P(f)(a) e F} £ {0} de K [X], son 
générateur unitaire U et on pose b = U(f)(a). Puisque be F'et Fest f-stable, < b > € F. Soit à présent 
ze F, PEK [X] tel que x = P(f)(a). On a P = UV où VE K [X|, puis 


æ = V(f}(U(f){(a)) = V(f)(b) = V(f)(b) E< b >, ce qui donne par double inclusion F =< b >. 


Pour e) : Soit F; un sous-espace de F f-stable. On regarde F; comme un sous-espace de E f-stable et, par 
semi-simplicité de f, on choisit un supplémentaire F> dans E f-stable. On vérifie que F=F (ER NF) 
avec clairement F N F f-stable et donc f-stable. 


4.3 Dans un espace euclidien 


Proposition. 16 (Dans un espace euclidien) 


Si E est un espace euclidien, tout sous-espace F de E stable par un endomorphisme symétrique f a son 
supplémentaire orthogonal F4 f-stable. Conséquence immédiate : f est semi-simple. 


Théorème 9 {Diagonalisation d'un endomorphisme symétrique réel) 


Si E est un R -espace euclidien de dimension n et si f est un endomorphisme symétrique de E, alors f est 
diagonalisable dans une base orthonormée. 


On raisonne par récurrence sur dim Æ. Sin = 1,iln”y a rien à dire. Sin = 2, on choisit une base orthonormée 
B de E et on envisage la matrice 


M = Matg(f) = ( . : ) où a, b, d sont des réels. 


Le polynôme caractéristique de f est C;(X) = Cm(X) = X?-Tr(M)X +det M. Le discriminant du trinôme 
est À = (a — d)? +4b? > 0. Si a = d'et b — 0, M est diagonale et donc diagonalisable. Sinon, on note À et 
1 les valeurs propres réelles distinctes de M et on choisit X = (x,x’) et Y = (y,y') deux vecteurs propres 
associés. On peut écrire : 


1) ax + br = x 
2) ay + by — jy 
3) bx + dx! — x 
4) by + dy — ux 


puis en faisant yx1)—xx2)+y x3)—x"x4) : (À—u)(xx"+yy') = 0, ce qui donne puisque À £ y, < X,Y >= 0. 
Les vecteurs TÉI et TÉI forment une base orthonormée de vecteurs propres pour f. On suppose la réduction 
acquise en dimension inférieure à n — 1. Sous R , En, f, l’endomorphisme f admet une droite ou un plan 
stable. Soit F un tel sous-espace muni de la structure euclidienne induite. L’endomorphisme f = f |Ë est 
symétrique réel en dimension 1 ou 2 donc est diagonalisable en base orthonormée. Son supplémentaire ortho- 
gonal F+ est lui-même f-stable et de dimension inférieure à n — 1 donc, par (re)-application de l’hypothèse 
de récurrence à f ire Î lee est lui-même diagonalisable en base orthonormée. En recollant les sous-bases, 
on à bien une base orthonormée de vecteurs propres pour f. 


Exercice 31 On suppose que K =R ,C. Soit A € M,{K }) telle que À AA = I. Montrer que À est 
diagonalisable. 


On remarque que À est inversible avec A7! =t AA € S,(K ). Ainsi, À est aussi symétrique. Si le corps 
de base est R , alors À est diagonalisable en vertu du théorème 9. Si K — € , on exploite la relation 
AAA = A5 — J : À annule un polynôme scindé à racines simples donc À est diagonalisable. 


Corollaire 8 (Valeurs propres d'une matrice symétrique réelle) 


Les valeurs propres (à priori complexes) de S € S,{R }) sont réelles, positives si S € SPA(R }) et strictement 
positives si S € SDP,(R ). 
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Exercice 32 
Une matrice symétrique complexe est-elle diagonalisable ? Le corps Q et les corps finis diagonalisent-ils le 
sous-espace des matrices symétriques ? 

ns 0 à x PR 
Considérer A = | ; : € M,(C ), de polynôme caractéristique X? — Tr(A)X + det(A) = (X — 1)?2. La 
matrice À n’est pas diagonalisable car 1 est valeur propre double et À # 12. 


1 
1 —1 
n’a pas de valeur propre dans Q (ou dans F3) donc ne peut être diagonalisable. 


La matrice À = ( ) à coefficients dans Q@ (ou dans F3), de polynôme caractéristique C'a(X) = X?—2, 


Exercice 33 
Pour À et B dans SP,(R ), Tr(AB) < Tr(A) Tr(B). 


Exercice 34 
Si S € SÛR } vérifie S* = I, (k € N *), alors S? = I}. 


Exercice 35 On se donne une matrice réelle S symétrique positive. Par continuité de M + Tr(MS) sur 


le compact O,(R }), on envisage à bon droit T = in re Montrer que Tr = Tr(S). 
EOn 


Exercice 36 (Matrices symétriques définies positives : coefficients diagonaux et valeurs propres) 


SiS —(s;;) est dans SDP,(R ), de valeurs propres (strictement positives) À, …., An, et si f:R=—R 
est une fonction convexe, alors les s;; sont dans R * et 


de HOTTE >» FO). 


1<i<n 1<i<n 
En particulier, 
Br D BAS D AP 
1SiSn 1<i<n 
2. D A/Si,i > D Vi. 
1<i<n 1<i<n 
3. Inégalité d'Hadamard : det(S) < IT s::. 
1<i<n 


Soit P = (p;,;) € O,(R ) telle que S =t P Diag(\1,.…., An) P. Pour 1<i<n, 


Sii —= >» PRiÂk > 0 


1<k<n 


avec  ÿ PR à = 1. Il vient, puisque f est convexe, f(s;:) < 32 pri), puis 
1<k<n 1<k£n 


1<i<n 1<k<n 1<i<n 
=1 
On peut utiliser ce résultat lorsque f est la fonction carrée, racine carrée ou f = —- In. 
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4.4 Avec la commutation en plus 


Le noyau d’un endomorphisme f de Æ (qui coincide avec le sous-espace propre Æo lorsque f n’est pas 
injective), comme l’image Im f, est f-stable. Mieux, tout sous-espace propre de f est stabilisé par f. Entre 
en jeu un deuxième endomorphisme g de E lorsque f et g ont le bon goût de commuter : 

Proposition, 17 (Point fondamental) 
Soit E un K -espace vectoriel, f et g dans L(E) tels que [f,g] = f og — go f —0. Alors 

1. Tout sous-espace propre de f (s'il en est) est g-stable. 


2. SiK —=C , les endomorphismes f et g ont un vecteur propre commun. 


Si À est une valeur propre de f et si x est un vecteur propre associé, alors f (g(x)) = g(f(x)) = g(Xx) = Ag(x) 
donc g(x) est aussi vecteur propre associé à À. 


On suppose que le corps de base est € . Soit À une valeur propre de f et EŸ le sous-espace propre associé. 
f 

Puisque f et g commutent, he est g-stable et on envisage l’endomorphisme 9 = g a induit par g sur El. 

On considère enfin à bon droit une valeur propre u € € de ÿ et un vecteur propre x € E associé. 

Voici une jolie application de la proposition 17 qui peut s’obtenir par ailleurs avec les propositions 7 et 26 

pages 20 et 44. 


Proposition 18 


Sous K , E,n, f, si f est diagonalisable à valeurs propres A1, ..…., An distinctes, alors le commutant CF de f 
est le sous-espace K [f] de L(E) . 


On choisit une base B = (e1,...,e,) de diagonalisation. Si g commute avec f, g stablise chaque droite K e; 
donc il existe u; € K tel que g(x;) = u;e;. On note que B est aussi une base de diagonalisation de g. Soit 
P un polynôme de K [X] envoyant les n scalaires distincts À; sur les u;. Pour chaque vecteur e; de la base 
B, on à g(e;) = pie; = P(X)e; = P(f)(e:), ce qui donne g = P(f). Ainsi K [f] € €C(f). L'autre inclusion 
est évidente. 


Parfois la condition de commutation est cachée : 


Proposition 19 


Soit E un € -espace vectoriel de dimension n > 1. 
1. Si f, get h sont trois endomorphismes de E tels que [f, g] = h, [f,h] = 0 et [g,Àk] = 0, 
alors f, g (et h) ont un vecteur propre commun. 


2. Si f et g sont deux endomorphismes de E tels que [f, g] est une combinaison linéaire af + Bg de f et 
g, alors f et g ont un vecteur propre commun. 


On montre d’abord que le noyau K de h, qui est stable par f et g, n’est pas réduit à {0}. Par l’absurde, 
h est inversible et (fg — gf)h =! =1, Tr(fgh 1) Tr(gfh 1) = Tr(1) = n. Or 


Tr(fgh 7) = Tr(fh 9) =Tr(gfh”), 
 ”/ 


[g,h]=[9,h—1]=0 


donc n = 0. Contradiction. On envisage maintenant f = f [Ÿ et ÿ = g [Ÿ . Puisque [f, | = 0, en vertu de 
la proposition 17, f et g ont un vecteur propre commun dans K, qui est donc un vecteur propre commun à 


f,geæth. 


Pour la seconde assertion, on distingue plusieurs cas : 


39 


Premier cas : a = 5 =0 
C'est la proposition 17, page 35. 
Deuxième cas : [a =0et 6Z0]oufa=0et 8 Z£0] 


Comme ci dessus, on vérifie que Ker(g) £ {0}, Ker(g) est f-stable et on trouve un vecteur propre de f dans 
Ker(g). 


Dernier cas : a #0 et 6Z0 
On pose 6 = af + Bg et on vérifie que wg — gy = av. Ainsi, w et g ont un vecteur propre + commun associé 
aux valeurs propres y et À. Le vecteur x est aussi un vecteur propre de f pour la valeur propre H=PA, 


Propriété, 7 (Diagonalisation simultanée) 


Soit E un K -espace vectoriel de dimension finie, f et g deux endomorphismes diagonalisables de E. On a 
les équivalences suivantes : 


1. f et g commutent. 


2. il existe une base de E formée de vecteurs propres communs à f et g. 


Propriété, 8 (Trigonalisation simultanée) 


Soit E un K -espace vectoriel de dimension finie n, f et g trigonalisables dans L(E) tels que fog=go f. 
Alors Il existe une base B de E telle que Matg(f) et Matg(g) sont triangulaires. 


4.5  Endomorphisme normal d’un espace hermitien 
4.5.1 Endomorphisme unitaire d’un espace hermitien 
4.5.2 Réduction en base orthonormée 


Théorème 10 (Diagonalisation d'endomorphisme normal d'un espace hermitien) 


Si E est un espace hermitien et f un endomorphisme normal (commutant avec son adjoint), alors f est 
diagonalisable (sur C ) dans une base orthonormée. 


On raisonne par récurrence sur la dimension n de E. Sin = 1,iln'y a rien à dire. Soit n > 1. On suppose 
la propriété vraie au rang n — 1. Puisque f et f* sont des endomorphismes complexes qui commutent, on 
envisage à bon droit un vecteur propre commun x à f et f*“. On pose H =(C x): ={h€EE, (x| h) =0}. 
On vérifie que H est f*-stable (f(x) colinéaire à x) et f-stable (f*(x) colinéaire à x). On munit H de la 
forme hermitienne induite par celle de E et on envisage l’endomorphisme f = f [Ë induit par f sur H. Pour 
a, b dans H, (f(a)|b) = (f(a)|b) = (a| f*(b)) donc f* = (f*)in = f* |#, donc f est, comme f, normal. 
Soit B une base orthonormée de vecteurs propres de f (et donc de f). La famille B = 8 U {ri} est une 
base de vecteurs propres de f. 


Voici les grandes lignes d’une deuxième preuve. 
1. Pour }eC etre E, on pose g = f — AI et on montre que ||g*(x)|| = [|g(x)||?. Puisque g* = f*-— AI, 
À valeur propre de f impose À valeur propre de f* et EŸ = EŸ : 
2. Pour À et y valeurs propres distinctes de f, les sous-espaces propres Ef et Ej sont orthogonaux. 


3. Quitte à utiliser la procédure d'‘orthonormalisation de Gram-Schmidt, on suppose que chaque E est 
muni d’une base orthonormale et on envisage F = & hr: Pourquoi a-t-on F = E7? 
ÀA€ESp(f) 
4 Si F£E, alors F- 4 {0}. Puisque f et f* commutent, f* stabilise chaque E donc stabilise F et 
f = f** stabilise F—. On considère l’endomorphisme f = f For induit par f sur F+, Soit y une valeur 
propre de f (et donc de f). On a EÏ = Eÿ N Ft CF NF avec Ei ZÆ {0}. Contradiction ! 
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Application 2 (Norme subordonnée à la norme hermitienne) 


Soit (E,{ | }) un € -espace vectoriel hermitien de dimension n > 1, de sphère unité S. On note ||| ||] la 
norme sur L(E) qui est associée à la norme hermitienne || || de E : 
_ FC) : jan 9 
fl = sup = sup ||f(æ)|| = max||f(x)|| (par ’continuité-compacité”). 

æ ,270 Ix|| zEeS Tes 
On appelle rayon spectral de u € L(E) le réel positif p{u) = maxisign | À | où A1, …, An désigne le spectre 
étendu de u. Pour f € L(E) , on a 

FIL = Ve(f* 0 f). 
a) Pour w € L(E) ,|]lwl] = sup |(w(x)|y) = max, | (w(x)| y) |. 
(x,y)ES?2 (æ,y)eS 


Pour (x,y) € S?, l'inégalité de Cauchy-Schwarz donne : | (w(x) | y) |[< [w(x)|| ||yl| < [|}wl|| done 


max, | (w(x) | y) 1< flwl|l. 


(æ,y)E S? 
Soit z0 € 8 tel que [w(ro)|| = [||wl|| (avec ||lw||| Z 0 si on suppose w # 0). En posant yo = HE, on a 
(to, Yo) € 5? et | (w(xo) | 0) |= Ilw(xo)|| = [|wl||, donc 
LIRE nues | (w(x) l'y) |. 
b) Pour w endomorphisme normal de E, | p(w) = max [(w(x)| x) |. 
On appelle AL …, À) les valeurs propres de w et on RATIERES (e1,.…., En) une base de vecteurs propres associés. 


Pour # = }} mes € & on a }| a [= 1 et (an w(x)| x) = DE |æ, |? donc | (w(x)| x) |[< p(w). Si on choisit 
io tel que | Àù = p(w), | (w(ei) | ei) = p(w) donc p(w ) € max | (re (x)|æ) |. 


c) Pour w endomorphisme normal de E, | p(w) = [||w||| | 
Puisque [lol = max, | (u(a)1 9) Let fu) = max | (wa) | 2) lon à plu) < [fll. Avec M M 


nm 
valeurs propres de w et (e1,...,e,) base orthonormée de vecteurs propres associés, pour x = Dre €S, 
i=1 


2 | æ P=1et |lw(x)|} = DTA Fri [7 < (p(w))? donc [|w||| < p(w). 
d) Bilan 


Avec l’endomorphisme normal w = f*o f, 


plu) = p(f" 0 f) = max | (w(z) | x) [= max | (f(x) | F() = max || f(œ)|° = II 


4.5.3 Endomorphisme hermitien (ou auto-adjoint) d’un espace hermitien 


Proposition, 20 


Si H = (h;;) est une matrice hermitienne complexe (H EH, = )), alors H a n valeurs propres réelles. 
On considère son spectre étendu ordonné décroissant : A1 > … > An. Alors 


1. Àn <hii < À. 
DS Xe > 0. si on suppose de plus que H est positive (H > 0 ou HE HP,(C })). 
3. Ân > 0 si on suppose de plus que H est définie positive (H >> 0 ou H E HDP,(C })). 
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On réduit H à la forme diagonale : H = U*AU (U unitaire, À = Diag(li,.…., An)). L'égalité H = H* 

donne À = A*, À; = À; pour 1 <i<n, À € R. On suppose dans la suite A > … > An. Soit f 

l’endomorphisme hermitien de € * (muni du produit hermitien canonique) dont la matrice dans la base 

canonique (e:1,.….,e,) est H. On a h;,; = (e;| f(e;)), donc, en particulier h;; = (e;| f(e;)) = (f(e;)| e). On 

envisage alors une base orthonormée (£1,...,€,) de vecteurs propres associés aux valeurs propres À, …., Àn 
nm nm nm 


et, pour x = ÿ xxx € C " de norme 1,ona D [x |? =1et {x| f(x)) = D Àx | &x |? € [ni A1]. D'où 
k=1 k=1 


k=1 = = 
l’encadrement À, < h;; < A1 avec x = e;. Si on suppose A hermitienne positive, pour À € R valeur propre 
de Het XEC”",X Z 0 vecteur propre associé, X*HX > 0 avec X*HX = ÀXX*X = À ||X|}. Il vient 
À > 0. Dans le cas où H est définie positive, À ne peut être nulle sous peine de voir X*HX = 0 avec X Z 0. 


Exercice 37 (Autour de l'inégalité arithmético-géométrique) 
Si H =(h;in) € HDP,(C ) est une matrice hermitienne définie positive, l'inégalité arithmético-géométrique 
appliquée à ses n valeurs propres strictement positives devient : 


Tr(H) > n(det(H))" ou (non) > det(A). 


1. S H>0(HEHP,(C )), on a det(H) < h;:. (Inégalité d'Hadamard) 


1<i<n 


2 Si H>>0(HEHDP,(C})),ona Tr(AH) = n(det(H))" . 


inf 
A>>0,det(A)=1 
On peut procéder en deux temps. On envisage d’abord H = (h;,;) € HDP;(C ). 
Pour à = (a1,.…,an) € (R+)", on pose DA = Diag(a1,.…., an), Ha = Da*HDa = DaHDa = (aiajhi;). 


La matrice H, est dans HDP,(C ) donc det(H,) < (Tr(1H,))", ce qui donne : 


det(H) I] «< (GR) | 


1<i<n 


Les coefficients diagonaux h;; sont strictement positifs donc on pose à bon droit a; = Re L''inégalité 


précédente devient det(H) Tr < 1, d’où le résultat pour H >> 0. Si H est maintenant simplement 
1Sign 

positive, on envisage pour € > 0, H: — H + el (qui est définie positive) et on fait tendre € vers 0 dans 

l'inégalité d'Hadamard appliquée à H: >> 0. 


On détermine à présent Tr(AH). 


inf 
A>>0,det(A)=1 
a) On se ramène au cas où la matrice entrée H € HDP,(C ) est une matrice R*-diagonale. 


On réduit H à la forme diagonale : H = U*AU où U est unitaire, À = Diag(A,..…, Xn) et À; > 0. On 
pose À = {AE HP,(C ), det(A) = 1}. Pour À € À, Tr(AH) = Tr(AU*AU) = Tr(UAU* À) et, puisque 
B + UBU* est une bijection de À sur lui-même, 


inf Tr(AH) = inf Tr(AA). 
A€EA A€A 


b) Avec l'inégalité arithmético-géométrique et l'inégalité d’Hadamard 
Si À = (a;;) € À, ses valeurs propres positives sont en fait strictement positives donc ses coefficients 
diagonaux sont strictement positifs. Ainsi, 


n | [I] ci II À] > n (@et4)* (detH)* =n (det H). 


1<i<n 1<i<n (2) 


Tr(AA) —= >» CPV 
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c) Comment choisir À € À pour avoir égalité dans les inégalités (1) et (2) précédentes ? 
On veut que 
— tous les a; ;À; soient égaux 
— A1,1. Ann — det A = 1 
(det H)# 
À 


è 


La matrice diagonale a; ; = convient. 


Propriété, 9 (Racine carrée de matrice) 


Dans M,(C ), si H > 0, alors il existe une unique matrice K > 0 (notée VH) telle que H = K?. 


Exercice 38 Montrer que : VA € M,(C }), Tr(V A*A) =0 = A=0. 


La matrice VA*A est hermitienne positive donc toutes ses valeurs propres sont réelles et positives. Si sa trace 
est nulle, alors chaque valeur propre de ŸA*A est nulle et, puisque VA*A est diagonaliable, VA*A = 0, 
A*A = 0. Ainsi, pour tout X € C *, X*A*AX = 0, [|AX|[* = 0, AX = 0, et finalement À = 0. 


Exercice 39 (Croissance du déterminant sur HP, (C })) 
Soit À et B dans HP,(C jtelles que À — B est aussi hermitienne positive. Alors det À > det B. 


On a envie de simplifier le problème en réduisant à des formes diagonales, le souci est la présence des deux 
objets À et B. Si det B — 0, alors le résultat est clair. On suppose désormais B inversible, ï.e. B >> 0. On 
peut envisager VB € HP, (C }), avec det(VB) = Vdet B > 0, et on écrit 


A-B= VB (VB "AVE 1) VB. 


L 


Il vient, en posant C= VB AVB ,C-I=VB (A-B)VB = (87) (A-B)VB ‘EHDP,(C ). 


Il suffit de vérifier que det C > det 7. On aura alors ra > 1. L'intérêt d’avoir déplacé le problème est 
de n’avoir plus qu'un seul objet © à réduire. On a C = U* DU où U est unitaire et D = Diag(l,.…., An) 


R +-diagonale, donc C — I = U*(D — TI)U > 0. Par nécessité, chaque À; est supérieur à 1 et 


det D = det C = II À = 


1<i<n 


Corollaire 9 
SiHEHP,A(C) et Y € MuulC ) sont tels que : Y*HY = 0, alors HY = 0. 


. 2 
Avec l'existence de VH dans H,(C }, on écrit Y*HY = Y*VH VHY — | VAY|| donc Y*HY = 0 impose 
VHY = O, puis HY = O. 


Exercice 40 (Valeurs propres d'un produit) 


Remarque 1 : Avec À — ( : ) et B = ( se . ) , on à un exemple de deux matrices complexes à 
—3 


valeurs propres strictement positives dont le produit AB = pe 


) est à valeurs propres strictement 
négatives. Que se passe-t-il si on impose À, B € HPA(C ) ? 


Remarque 2 : On verifie que, pour À et B dans H;(C }), 


AB EH,(C ) AB = BA AetB sont co-diagonalisables en base orthonormée. 


Dans MA(C ), soit À > 0 et B > 0. Si À et B commutent, alors on a AB € Ha(C ) et même 
AB E HP,(C ). Les valeurs propres de AB sont donc positives. 
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Question : On suppose que À € HP,(C ) et BE HPA(C ) ne commutent pas. Montrer (toutefois) que les 
valeurs propres de AB restent toutes réelles et positives. 


Soit À une valeur propre (complexe) de AB et X € C ”, X 0 un vecteur propre associé. 
AB X = À BX = XX donc (BX)* ABX = (BX)*(XX) = ÀX*B*X = \X*BX. 


En posant Y = BX EC", Y*AY = 1X*BX.Si X*BX Æ 0, À est bien un réel positif. Sinon, via le 
Len auf dun au 


>0 >0 
corollaire 9, BX —=0, ABX —0, ÀAX —0 et À — 0. 


Exercice 41 (Histoires de croissance) 
On munit H,(C )d ‘une structure d'ordre partiel : 


A< B si, et seulement si, B-—AEHP,(C ). 


L ‘application trace est clairement croissante sur HP,(C ). Avec l’exercie 39, l'application det : À + det À 
est aussi croissante sur HPn(C ). 
1. Dans MC ), on considère À — ( : : ) et B = ( : : ) . On peut vérifier que A>0, B>O et 
B-—AX>O, ce que l’on résume en : 0 < À < B. On montre que B? — A? & HP,(C ). En revanche, 
dans M,(C }, si0< A< B et si AB = BA, alors 0 < A? < B?. 
D: Si0<A<B, alors0<VA< VB. …. 
Indication : On pourra poser C = VB — VA et considérer VB C +C VB. 


Si A € HP,(C }, alors (42)* — A*A* = AA — 4? donc 4? € H,(C }). Par ailleurs, pour X € C ”, 
X*A2X = X*A*AX = |[AX||* > 0 donc 4? € HP, (C ). Avec B? — A? € HA(C ), pour X EC”, X £0, 
on veut évaluer X*(B? — A4?)X. Puisque À et B commutent, B? — 4? = (B — A)(B + A) et 


Î 
X*(B? — A°)X — ere X*(B-—A)X X*(B+A)X 
=  — —— 

>0 >0 


donc B? — A? est bien hermitienne positive. 


On pose C = VB — VA. La matrice C'est clairement hermitienne. Pourquoi a-t-on C > 0? Soit À une valeur 
propre de C’ (qui est réelle) et X € C ”, X 0 un vecteur propre associé. On veut À > 0. L’astuce est de 
considérer la matrice : 
VBC+CVB=B-A+(B-VBVA-VAVB+A)=B-A+(VB-VA) =B-A+ C?. 
>0 >0 
Ainsi X*(VBC +CVB)X = X*VB(CX)+(CX)"VBX = 2X (X*VBX) est positif. Si X*VBX > 0, alors 
À > 0. Sinon, X*VBX = 0 et via le corollaire 9, VBX = 0. Par ailleurs, 0 & X*AX < X*BX conduit à 
2 2 
l'encadrement 0 < IVAx || a |V3x| donc YAX = 0, puis CX = 0, XX =0, À=0. 


4.5.4 Endomorphisme antisymétrique d'un espace hermitien 


Exercice 42 
Si À est une matrice antisymétrique réelle (A € A,{R )), alors det(A) > 0 et le rang de À est pair. 


4.6 Place de K {f] dans C(f), codiagonalisation et polynôme interpolateur 
On commence par une application de la décomposition de Dunford : 


Proposition 21 


Toute matrice M de Gl,(C ) a un antécédent par l’exponentielle, de la forme P(M) où P e € [X]. 


On donne à présent plusieurs résultats en milieu préhilbertien. 


Proposition, 22 (Une caractérisation des endomorphismes normaux) 


Soit E un € -espace vectoriel hermitien de dimension n > 1 et f € L(E). On a les équivalences : 
— L'endomorphisme f de E est normal. 
— Îl existe un polynôme P € C [X] tel que f* = P(f). 


Soit f un endomorphisme normal de E, € une base orthonormée de Æ et H la matrice de f dans la base €. 
On réduit H à sa forme diagonale : H = U*DU où D = Diag(A1,.…, Àn) est C -diagonale et U unitaire. La 
matrice de f* dans € est H* = U* D*'U = U* Diag(,.…, \n)U. Soit à, …, à, dans {1,...,n} tels que les À;, 
sont distincts et {À;,,..., À;,} = {A,.., À}. On choisit P € C [X] tel que P(À;,) = À. On a P(H) = H* 
et donc P(f) = f*. 


Proposition 23 


Pour S € S,(R }), la matrice exp(S) est un polynôme en S et S est un polynôme en exp(S). 


On écrit S = PDP où D = Diag(À,.…, An) est R -diagonale et P orthogonale, puis 
exp $ —! PDiag(exp À, .…., exp Àn)P. 


Soit 1, …, à, dans {1,..,n} tels que les À;, sont distincts et Le Me) = {A1,..,X,}. Les réels exp X;,, 
notés ,, sont eux aussi distincts de sorte que l’on peut envisager un polynôme P € R [X] envoyant À;, sur 
Hi et ui, sur À, On a alors S = P(exp S) et exp S = P(S). 

Application 3 L ‘exponentielle définit par restriction une injection du cône S,{R ) des matrices symétriques 


dans l’ensemble des matrices symétriques définies positives. Il s ‘agit en fait d'une bijection. 


Si À et B sont deux matrices symétriques réelles telles que exp À = exp B, alors À, qui commute avec exp À, 
commute avec exp B, donc avec tout polynôme en exp B, donc avec B. Puisque par ailleurs À et B sont 
diagonalisables, il existe P inversible, D et A diagonales telles que À = P-!DP et B — P-!AP. Avec 
exp À = exp B, exp D = exp À, D = À par injectivité de l’exponentielle réelle et À = B. 


Proposition 24 


Pour H € HP,(C ), la matrice VH est un polynôme en H. 


Facile en remarquant que H et VH, matrices hermitiennes (positives) qui commutent, sont codiagonalisables 
(dans une base orthonormée). 


4.7 Lemme de PTAK (1956) et réduction de Jordan 


Pour € C et p € N *, on appelle cellule (ou bloc, ou encore brique) de Jordan J(p, À) la matrice carrée 
complexe p X p ayant une diagonale de À, une surdiagonale de 1 et des 0 partout ailleurs : 


À I 
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La cellule de Jordan nilpotente J(p,0) (omniprésente dans la suite du paragraphe) a un indic de nilpotence 
égale à p : la surdiagonale de 1 monte d’un cran à chaque itération. Par ailleurs, 
— Le rang de J(p,0) est p — 1 puisque J(p,0) a un déterminant nul (rang inférieur à p) et le déterminant 
(p — 1) x (p — 1) extrait de J(p,0) obtenu en supprimant la dernière ligne et la première colonne vaut 
1 (rang supérieur à p — 1). 
- V2<k<p, r8(J(p,0) )=p-—k. 
Si E désigne un € espace vectoriel de dimension p et v un endomorphisme de E, les propsitions suivantes 
sont équivalentes : 
i) Il existe une base de Æ dans laquelle la matrice de v est la cellule J(p, 0) . 
üi) L'’endomorphisme v est nilpotent et cyclique, ou encore vw est nilpotent d'indice maximal p. 
ii) L'endomorphisme v est nilpotent et Æ4 ne peut se décomposer en somme directe de deux sous-espaces 
stricts v-stables. 
L'équivalence à) & ii) est facile. Pour tt) = tit), on raisonne par l’absurde en supposant que E = F1 @ E2 
avec 
E v stable 
E; v stable 
dim(Æ)=p1 <p, dim(Æ) =p1<p 


Les endomorphismes induits par v sur E et F2 sont nilpotents, d'indice inférieur à p1 et p2, et en posant 
q = max(p1,p2), 01 = 0 avec q < p. Contradiction avec le statut de p. La dernière implication ii) = ti) est 
une conséquence du lemme de PTAK traité ci-dessous. en effet, sous tit), il suffit de vérifier que v nilpotent 
d'indice q est en fait d'indice qg — p et, en supposant q < p, le lemme de PTAK conduit de façon absurde à 
une décomposition non banale de Æ en somme directe de deux sous espaces v stables. 


Théorème 11 


Si A € M,{C }), il existe P € GlA(C } telle que PAP soit une succession de cellules de Jordan de tailles 
convenables : 
J(p1, À) 


P-'AP = 
J(pa À) 


Une telle matrice est appelée une réduite de Jordan de À. 
Un résultat de type unicité sera formulé plus loin. 


Premier dévissage pour se ramener à des nilpotents 

Soit E un C espace de dimension n, B une base de E et f l’endomorphisme de Æ de matrice À dans B. Le 
polynôme caractéristique de f s'écrit Cÿ(X) = (X — À1)1..(X — À)": (avec n1 +... +n, = n) et, puisque 
les (X — À;)" sont premiers entre eux dans leur ensemble, le théorème de Cayley-Hamilton et le lemme de 
décomposition des noyaux assurent que 


E = PKer((f = XD). 


Comme chaque (sous espace caractéristique) Ker((f — À;1)"*) est f stable, on peut supposer que f n’a 
qu ‘une seule valeur propre et même, quitte à remplacer f par f — À;1, que f est nilpotent. 
Lemme de PTAK 


Lemme 6 


Si v est un endomorphisme nilpotent de E d'indice p, alors, pour e & Ker(wP”!, le sous-espace v stable (en 
fait cyclique) < e >= Vect(e, f(e),.…., f"-1(e)) qui est de dimension p a un supplémentaire v stable. 


4On dit alors que (E, v) est irréductible. 
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Réduction de Jordan d'un endomorphisme nilpotent 


RSS 2 


Soit E un € espace vectoriel de dimension n et v un endomorphisme nilpotent de E. 


Existence ÆE possède une décomposition en somme directe de sous-espaces v stables irréductibles ou de 
façon équivalente, E est somme directe de sous-espaces v cycliques, ou encore, dans une bonne base de 
E, la matrice de v est pseudo-diagonale, ces blocs diagonaux étant des cellules de Jordan nilpotentes. 


Unicité L'endomorphisme v est représenté par une unique matrice diagonale par blocs, ces blocs diagonaux 
étant des cellules de Jordan nilpotentes de tailles décroissantes. 


Soit v un endomorphisme de E (dim Æ = n) nilpotent d'indice p. Si n = 1, alors vu —0etiln’y a rien 
à dire. Soit n > 2. On suppose qu’en dimension inférieur à n — 1, tout nilpotent donne une décomposition 
de l’espace en somme directe de sous-espaces cycliques. On amorce via le lemme de PTAK une réduction 
sous la forme E = F& G avec F v cyclique de dimension p et G v stable. On applique alors l’hypothèse de 
récurrence à v [GE £(G) nilpotent (d'indice inférieur à p) et on a le résultat par recollement. 


Remarque : L’endomorphisme v d'indice p possède au moins un bloc J(p,0) et tous les autres blocs de 
Jordan sont de tailles inférieures à p. 


Pour k = 1,...,p, on note mx le nombre de blocs de Jordan de taille k qui est aussi le nombre de sous-espaces 


irréductibles de dimension k. On relie les mx aux rangs des puissances successives de v (lisibles sur une 
réduite de Jordan)) : 


re(ut) = mi + 2m2 + 3m is PMP = n 

rg(ul) — ns À. 2ma + 4 + (p=lm, 

rg(v?) — + M3 + … + (p—-2)m 
(ul) = my + 2myy1 + 3mMmpio * (p—k+1)m, 

rg(u*) — Met + 2Mky2 + … + (p— kjmy 
re(uiti) — Meso + … + (p—-k-1)m, 
Il vient 
me = 18 (077) +rg (ut?) — 2rg (v*) 


ou via le théorème du rang 
mx = (dim (Ker v*) — dim (Ker v”-!)) — (dim (Ker v**!) — dim (Ker v*)). 


Les entiers naturels m1, .…., m, présentent donc un caractère intrinsèque à v ce qui justifie l’unicité de la 
réduite de Jordan. 


La forme de Jordan d’un endomorphisme nilpotent v se lit alors facilement sur le tableau de Young associé 
à la suite des noyaux itérés de v (cf page 13) puisque le dit tableau donne en colonnes la suite décroissante 
des sauts de dimension. On admet (et la lecture est encore plus rapide) que les blocs de Jordan diagonaux 
(qui contibuent par une dimension à Ker(v)) ont des tailles égales aux longueurs des lignes du tableau. 


Proposition 25 


Pour AE M,(C ), les propositions suivantes sont équivalentes : 
i) Une matrice À € M, (C ) est nilpotente. 
ii) À et 2A sont semblables. 
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L'’implication ii) = 1) a déjà été traitée à la page 2. Réciroquement, on suppose que À est nilpotente. On 
envisage la réduite de Jordan de À et, pour obtenir À et 2A semblables (A = 24), il suffit de procéder par 
blocs et montrer qu’en taille quelconque : 


0 I 0 2 


(l 


1 2 
0 0 


En taille p, soit (e:,...,e,) la base canonique de € ?P et soit v l’endomorphisme de € ? tel que v(e:1) = 0, 
v(e2) = e1,…., V(ep) = ep-1. la famille (£1 = €1,€2 = 262,...,€, = 2P-le,) est une base de C ? dans laquelle 
0 2 


la matrice de v est Re . D'où le résultat. 


5 Décomposition en somme directe de sous-espaces cycliques 


Sous K ,E,n, f, on cherche à décomposer E en somme directe de sous-espaces f-cycliques. Si f est une 
homothétie, On peut écrire : 


E =<e; > @..® <en > où (e1,.…., en) désigne une base quelconque de E. 


On ne peut envisager une décomposition de longueur” plus petite que n puisque Vx £ 0, < x >= K x. 
Si f est diagonalisable, on a la même décomposition, avec cette fois une base de diagonalisation. On peut 
espérer des décompositions moins longues” et, avec la proposition 26 ci-dessous (cas diamétralement opposé 
aux homothéties), on peut penser que la longueur d’une décomposition en somme directe de sous-espaces 
cycliques est liée aux multiplicités des valeurs propres. 


Proposition. 26 (Générateurs f-cycliques de E lorsque f est diagonalisable) 


Soit E un K -espace vectoriel de dimension finie n, f un endomorphisme diagonalisable de E. On a les 
équivalences : 


1. E a des générateurs f-cycliques. 
2. Les valeurs propres de f sont deux à deux distinctes. 


Dans ce cas, x € E est un générateur f-cyclique de E si, et seulement si, x a chaque coordonnée non nulle 
dans une base de diagonalisation. 


Soit (e1,..,en) une base de vecteurs propres de f associés aux valeurs propres A1, .…, À,. Un vecteur 
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x = D aie; est générateur f-cyclique de E équivaut à dire que {x,…, f"-l(x)} est une base de E, ce qui se 
i=0 
traduit par la non nullité du déterminant : 


—1 
T1 Ati \ T1 


nm 
[Is IT @-x. 
Tn litn Arte i=1 1<i<j<n 

D'où les résultats. 


Tout est en place pour la décomposition (dite de Frobénius) des endomorphismes diagonalisables : 


A4 


Propriété 10 


On travaille sous K , E,n, fet on suppose que l’endomorphisme f est diagonalisable. 
Alors il existe k vecteurs x1, …, xx dans E tels que 


) E=P,<m> 
üi) Pour 1<i<k—1, le polynôme minimal Hyçeri> de f ES (égal à pére) divise pi; <i> = nee 
<z;> 


<zi+1> 


Soit A1, …, À, les valeurs propres distinctes de f, m1, …, m, leur multiplicité dans C'}. On suppose que 
M1 > Mo > … > m, et on pose k = mu. 


On choisit une base (e; ;)1<j<m, de chaque espace propre Æ\, et on note que la famille (es j)1gigs1<j<m, est 
une base (de diagonalisation) de E. Pour 1 < à < k, on désigne par F; le sous-espace de E engendré par les 
i-èmes vecteurs de chaque base partielle. Ainsi, F; est un sous-espace f-stable dont la dimension d; est égale 
k 
au nombre de valeurs propres de multiplicité au moins À et, par construction, E = @ F;. L’endomorphisme 
i=1 
ñ induit par f sur F; est diagonalisable et a des valeurs PIARÈES distinctes. En vertu de la proposition 26, F; 
est fi-cyclique (donc f-cyclique) et F; =< x; > où x; = S ei. D'où l'égalité E = i. < x; >. Enfin, 
j=1 


di 
UF = Ur, = (-— 1)4 II (A; — X), et puisque la suite des dimensions (d;) décroit, on a bien 4). 
= 1 


5.1 Endomorphismes semi-simples 
5.1.1 Vers la semi-simplicité 


Propriété, 11 


1. Dans un K -espace E de dimension finie, tout sous-espace stable par un endomorphisme diagonalisable 
f admet un supplémentaire f-stable. 


2. SiK —=C , on a les équivalences : 


(a) L'endomorphisme f est diagonalisable. 


(b) Tout sous-espace de E stable par f admet un supplémentaire f-stable. 


5.1.2 Vers la semi-simplicité, lorsque le polynome minimal est irreductible 


Proposition 27 


Sous K ,E,n, f, si le polynôme minimal 1 de f est irréductible, alors E est somme directe de sous-espaces 
J-cycliques 


On remarque que tout élément non nul x de E est cyclo-optimal puisque le polynôme minimal ponctuel 
Wu? , divisant le polynôme irréductible y; , vérifie y} — jf . On envisage l’ensemble non vide D; des 
sous-espaces de Æ qui sont sommes directes de sous- espaces f-cycliques, et à bon droit un élément Ë de D f 
de dimension maximale. Si Ê ZE, on choisit ro € E \ Ë (nécessairement non nul et donc cyclo-optimal) 
et on vérifie que Ë et < xo > sont en somme directe, ce qui contredira le statut de Ë. Si on peut trouver 
x Æ 0 dans le sous-espace f-stable ÊN <xo >, <x >, lui-même f-stable, vérifie : <x > € EN <x%o >, 
<x>C<x0 >,et puisque x et x sont cyclo-optimaux, pour des raisons de dimensions : < 4 >=< x9 >, 
d’où < 20 > © Ë, et finalement xo € Ë, ce qui est absurde. 


Proposition 28 


Sous K ,E,n, f, si le polynôme minimal u, de f est irréductible, alors f est semi-simple. 
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En procédant comme ci-dessus, on montre que F'et < x > sont en somme directe dès que Fest un sous-espace 
f-stable et x un vecteur hors de F. Par saturation, F f-stable admet un supplémentaire f-stable. 


5.1.3 Caractérisation des endomorphismes semi-simples 


Propriété 12 


Sous K ,E,n, f, on a les équivalences : 
i) L'‘endomorphisme f est semi-simple. 


ii) Îl existe k vecteurs x1, …, xx dans E tels que E = Pi. < x; > et l’endomorphisme induit Ê par f sur 
chaque < x; > est simple. 


iii) Le polynôme minimal un; de f est un produit PP, de k polynômes irréductibles de K [X] deux à deux 
distincts. 


i) — ti) : On raisonne par récurrence sur la dimension n de l’espace. Si n = 1, il n’y a rien à prouver. 
Soit n > 2. On suppose la propriété vraie jusqu'à n — 1. On choisit un diviseur unitaire irréductible P de 
a et on pose K = Ker(P(f)). L'endomorphisme fx = f [£ induit par f sur X a pour polynôme minimal 
P. Soit x1 dans K f,K-cyclo-optimal (et donc f-cyclo-optimal) et F un supplémentaire f-stable de < 1 >. 
L'endomorphisme Î = f | est lui-même semi-simple, on applique alors l'hypothèse de récurrence à Î sil 
existe to, …, æx dans F tels que F = ®., < x; > et l’endomorphisme induit par F sur chaque < x; >, 
qui est aussi f; = f |£EZ, est simple. Reste à vérifier que h=f |£5:Z est simple. Son polynôme minimal 
divise le polynôme irréductible P (annulateur de fx et donc de fi), donc est égal à P. Enfin, puisque x1 à 
été choisi cyclo-optimal, la dimension de < +1 > vaut le degré de son polynôme minimal. 


ü) = ii): Pourl<i<k fi=f [SZ qui est simple a son polynôme minimal P; = LF, irréductible dans 
K [X] donc le Fe us de fest us = PPCM(u;,.., us) = PPCM(P1,., Ps) = P1..Pe. 


iii) = à) : Soit F un sous-espace de E f-stable. Le polynôme minimal y; de = f|F divise y $ donc ur est 
un produit de polynômes irréductibles deux à deux distincts pris parmi P1, .…., P£. Le lemme de décomposition 


des noyaux assure alors que F — @ Ker(P;(f)) (Jpartie finie de {1,..,k}. Pour j € J, l’endomorphisme 
je 


induit hi = ui p Fo a pour polynôme minimal P; irréductible donc est, selon la proposition 28, semi- 
simple. On choisit … L fi(ou f) stable tel que Ker(P;(f)) = Ker(P;(f))®F;. Avec E = @ Ker(P;(f)), 
IIS 
on verifie que le sous-espace (@ Ker(P,(f))) 8(@ F;) est un supplémentaire de F f-stable. 
idJ jEeJ 


Exercice 43 Montrer l'implication iii) — ti) en utilisant le théorème de décomposition des noyaux, le 
lemme 8 et la proposition 27. 


5.2 Avec la dualité 


Sous K ,E,n, f, on note C£,f l’ensemble des sous-espaces f-cycliques de E et Ô = dgf la dimension 
maximale des sous-espaces de Cgf. On rappelle que Ô est égal au degré du polynôme minimal u de f. Pour 
F € Cr,f de dimension d, on construit un élément @(F) de Cg+ y comme suit. On choisit un générateur 
J-cyclique x de F, on complète la famille libre 


(er = T,e2 — f(x), ….. Ed = FU x)) 


en une base de E et on envisage la forme linéaire y = ef sur E. On pose alors Q(F) =< y >=< ef >E Cr y 
Dans la suite, on note g = #. 
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Lemme 7 


i) Sionale E*et PEK [X|, alors P(g)() =to P(f). 
ii) Pour FE Cp, dim(F) < dim(o(F)). 
iii) 0 = de,f = deg. 


Pour l € E*, g(1)=1=10 f9, g(l)=lo f, g’(1) =lo f? et pour kEN , g“(l) = 10 f* d’où i). 


On montre que la famille (y, g(y), …, g%1(y)) est libre dans E*. Si P = ag +. +ag_1X TE K 4 1[X] est 
tel que P(g)(y) = 0, alors y(P(f)) = 0, y(P(f)(x)) = 0, aa-1 = 0. Puis y(X P(f)(x)) = 0 et donc ag-2 = 0. 
On continue la manipulation jusqu'à P = 0. D'où l'inégalité ti). 


Soit F un sous-espace f-cyclique de Æ de dimension maximale d = dg f. On a 
Ô — dE,f = dim (F) < dim (o(F)) < de < Ares, tr = dE,f 
par l’isomorphisme canonique de E et E**. 


On peut montrer à la main, et c’est ce qui sert dans la suite, que F —< x > de dimension maximale 6 dans 
Cp,f a la même dimension que G =< y >=< eÿ >€ Cp-,9. Soit Y l'application linéaire surjective 

v.{ K6-1[f={P(), PER UX}}=K6 x] — 

j u ++ ylu) = eÿ(u) 

Soit g £ 0 dans Ker(Ÿ). On écrit g = aold+...+ap-1f771 où 1 < p < 6 et ap-1 £ 0. On a y(u(fŸ—P(x))) = 0 

donc ap-1 = 0, ce qui est absurde. Ainsi K %-1[f] et G —< y > sont isomorphes et dim (F) = dim (G) = 6. 


Lemme 8 (fondamental) 


Si F est un élément de Cr,f de dimension maximale dr r, alors F admet dans E un supplémentaire f-stable. 


Avec les notations précédentes, le polaire G° de G dans Æ est de dimension n — 6. Il est formé des vecteurs 
v de E tels que la 6-ième composante 


(dans (e1 = x,e2 = f(x), .….,es = f9-l(x),.….,e,)) 


de tout f'(v) est nulle, donc est clairement f-stable. Reste à vérifier que F N G° = {0}. Si z = P(f)(x), 
avec 
P(X) = ao +. + ap-1X 771, 1<p< 6, ap-1 Z 0, 


est un vecteur de F également dans G°, f°-P(z) a sa composante a,_1 (sur e5 = f°-l(x)) nulle, ce qui est 
absurde et prouve bien que F AN G° = {0}. 


Propriété, 13 


Sous K , En, f, l'espace E est somme directe de sous-espaces f-cycliques. 


On raisonne par récurrence sur n. En dimension 1, il n ‘y a rien à dire. On suppose le résultat vrai pour les 
dimensions strictement inférieures à n. Dans E de dimension n, on envisage un sous-espace F f-cyclique de 
dimension maximale dg,f = d’(us).SiF ÆE, alors F admet un supplémentaire F1 f-stable et de dimension 
1 < n1 < n. On note alors f1 l’endomorphisme induit par f sur F1 et on est ramenée à une situation 
K ,F,n1, f1. L'hypothèse de récurrence assure que F1 est somme directe de sous-espaces f.-cycliques (et 
donc f-cycliques). D ‘où le résultat en dimension n. 
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